
 1 

O‘ZBEKISTON RESPUBLIKASI FANLAR AKADEMIYASI 
АКАДЕМИЯ НАУК РЕСПУБЛИКИ УЗБЕКИСТАН 

 
 
 
 
 
 
 

MEXANIKA 
MUAMMOLARI 
 

O‘ZBEKISTON 
JURNALI 

 
 

  1 

2021 

 
 
УЗБЕКСКИЙ 
ЖУРНАЛ 
 

ПРОБЛЕМЫ  
МЕХАНИКИ 

 
 
 
 
 
 

Журнал под таким названием издается с января 1992 г. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Ташкент – 2021 

 



 2 

РЕДАКЦИОННАЯ КОЛЛЕГИЯ 

Главный редактор – докт. физ.-мат. наук, проф. К.С. СУЛТАНОВ 
Заместители главного редактора: докт. физ.-мат. наук Р.А. АБИРОВ,  

докт. физ.-мат. наук. З.М. МАЛИКОВ, докт. техн. наук, проф. Д.М. МУХАМАДИЕВ 
Ответственный секретарь – PhD. Н.А. НИШОНОВ 

 
Члены редколлегии: докт. техн. наук, проф. А. АБДУСАТТАРОВ,  

докт. физ.-мат. наук, проф. Р.А. АБДИКАРИМОВ, докт. техн. наук, проф. Ш.П. АЛИМУХАМЕДОВ,  
докт. физ.-мат. наук, проф. А.Б. АХМЕДОВ, докт. техн. наук, проф. Г.А. БАХАДИРОВ,  
докт. техн. наук С.И. ИСМОИЛОВА, докт. физ.-мат. наук, проф. Н.А. КОРШУНОВА,  
докт. техн. наук, проф. А.Е.ЛУГАЧЕВ, докт. техн. наук, проф. Р.К. МАМАЖОНОВ,  

докт. физ.-мат. наук, проф. Б.М. МАРДОНОВ, докт. техн. наук, проф., академик М. МИРСАИДОВ,  
докт. техн. наук, проф. Р.М.МУРОДОВ, докт. техн. наук, проф. А.А. РИЗАЕВ, 

 канд. техн. наук Х.С. САГДИЕВ, канд. физ.-мат. наук Ш.М. ТОХИРОВ, 
 докт. техн. наук, проф. М. ТОШБОЛТАЕВ, докт. техн. наук, проф. А.Т. ТУХТАКУЗИЕВ,  

докт. техн. наук, проф. А.З. ХАСАНОВ, докт. техн. наук, проф. И.К. ХУЖАЕВ,  
докт. физ.-мат. наук, проф. Б.Х. ХУЖАЁРОВ, PhD. А.С. ЮВМИТОВ,  

докт. техн. наук, проф. Ш.С.ЮЛДАШЕВ 
 

 
 
 
 

Адрес редакции: 
100125, Ташкент, Академгородок, Дурмон йули, 33. 

Институт механики и сейсмостойкости сооружений им. М.Т. Уразбаева АН РУз 

Телефон: + 99871 262-78-34 
     Факс: +99871 262-71-52 

 E-mail: instmechofficial@gmail.com  

Редактор: Н.А. Нишонов 
 

Технический редактор: Е.В. Ан 

Журнал зарегистрирован Агентством по печати и информации Республики Узбекистан 22.12.2006 г. 
Регистрационный номер  0050. 

Номер одобрен на заседании редакционной коллегии журнала 31.05.2021 
Сдано в набор 15.05.2021. Подписано в печать 1.06.2021. 

Формат  60×84 1/8. Гарнитура Times New Roman. Ризография. 
Усл.-печ. л. 13.02. Уч.-изд. л. 8.75. Тираж 150. Заказ № 654. 

Цена договорная. 
 
 
 

Отпечатано в Минитипографии  АН РУз: 
100047, г. Ташкент, ул. акад. Я. Гулямова, 70. 

 
 

© Институт механики и сейсмостойкости сооружений АН РУз, 2021 г.  

 



 3 

УДК 539.3 

СРАВНИТЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ ТЕОРИИ СЕЙСМОСТОЙКОСТИ 
 ПОДЗЕМНЫХ ТРУБОПРОВОДОВ 

Султанов К.С. 

Институт механики и сейсмостойкости сооружений им. М.Т. Уразбаева АН РУз, Ташкент, Узбекистан 
E-mail: sultanov.karim@mail.ru 

Аннотация. На основе анализа существующих теорий сейсмостойкости определены продольные 
сейсмические напряжения в подземных трубопроводах по упрощенной динамической и волновой теориям. 
Показаны преимущества и недостатки рассмотренных теорий сейсмостойкости по результатам расче-
тов. Проанализированы законы продольного взаимодействия подземного трубопровода с грунтовой средой, 
необходимые при определении сейсмических напряжений по динамической и волновой теориям. Доказано 
единство закона взаимодействия (трения) кинематического типа, где сила взаимодействия зависит от 
перемещения трубы относительно грунта, и закона трения Кулона. Отмечено, что игнорирование единст-
ва этих законов приводит к значительным ошибкам в значениях продольных сейсмических напряжений. 

Ключевые слова: подземные трубопроводы; грунтовая среда; законы взаимодействия; теории сейс-
мостойкости; волновая теория. 

 

1.  Состояние вопроса  
В мире подземные трубопроводы, которые транспортируют нефть, газ, нефтепро-

дукты, воду и другие жидкие и газообразные продукты, являются очень важными инже-
нерными коммуникациями жизнеобеспечения населения [1–3]. Часть этих подземных 
коммуникаций строится и эксплуатируется в сейсмоопасных регионах [2–5]. Данное об-
стоятельство требует надежного обеспечения сейсмической безопасности этих подземных 
трубопроводов [1–3]. 

Сейсмической безопасностью или сейсмостойкостью (прочность при сейсмических 
воздействиях) подземных трубопроводов интенсивно начали заниматься с 50-х годов 
прошлого столетия [4–11]. Такими видными учеными, как Sh.Okamoto, Ш.Г.Напет-
варидзе, П.П.Бородавкин, Э.М.Ясин, А.Б.Айнбиндер, Т.Р.Рашидов, T.D.O’Rourke, 
M.J.O’Rourke, были созданы теории сейсмостойкости подземных трубопроводов на осно-
ве материалов, собранных в результате обследования последствий разрушительных зем-
летрясений [1–11], лабораторных и натурных экспериментальных исследований и выте-
кающих из них фактов и гипотез [1–12]. Суть этих гипотез заключается в следующем: 

 при сильных землетрясениях система подземных трубопроводов разрушается; при-
чем эти разрушения по характеру очень разные: наблюдаются разрушения самого трубо-
провода, стыковых соединений, выпучивание трубопровода из грунта и т.п.; наблюдается 
отрыв грунта от трубопровода на поверхностях их контакта [4, 5]; 

 сейсмические силы на подземные трубопроводы передаются через грунт, поэтому 
значения сейсмических сил, действующих на трубопровод, непосредственно зависят от 
физико-механических и деформационных свойств грунтовой среды, окружающей подзем-
ный трубопровод [4, 5, 12]; 

 сейсмические силы при землетрясениях передаются на подземные трубопроводы 
посредством деформирования грунта: грунт деформируется под действием сейсмической 
волны и заставляет деформироваться и подземные трубопроводы [12]; 

 при сильных землетрясениях амплитуды абсолютных смещений частиц грунта до-
ходят до 0.1–0.4 м с периодом колебаний Т=0.05–20 с. При таких колебаниях грунтового 
массива совместно с подземным трубопроводом образуется разница между 
колебательными движениями грунта и трубопровода по амплитуде и по фазе колебаний 
по смещениям; возникает смещение трубопровода относительно грунта [4–12]; 

 при малых значениях относительных смещений, не превышающих критического 
значения u*, остается упругая связь между частицами грунта и внешней поверхностью 
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трубопровода, контактирующей с грунтом. В случаях, когда значения относительного 
смещения превышают u*, происходит разрыв упругой связи грунта с трубопроводом [12–
14]; 

 после строительства, в силу адгезионных явлений, между подземным трубопрово-
дом и грунтом на поверхностях их контакта происходит относительное сдвиговое смеще-
ние в слое грунта толщиной δg, которое называется контактным слоем грунта [12,15]; 

 при развитии значение относительного смещения больше, чем u*, контактный слой 
грунта претерпевает значительные сдвиговые деформации и может разрушаться, а грунт 
за контактным слоем может оставаться неразрушенным; при деформировании и разруше-
нии контактного слоя грунта под действием сдвиговых напряжений ее предельное значе-
ние определяется из закона Кулона [12,15]; 

 процессы образования относительных смещений u  на контактном слое, при его уп-
ругом, упругопластическом деформировании (u˂u*) и при его разрушении (u≥u*) являют-
ся двумя стадиями одного процесса – процесса деформирования контактного слоя грунта 
до и после разрушения [16,17]. 

Существующие теории сейсмостойкости подземных трубопроводов [1, 4–11] час-
тично учитывают эти факторы, выявленные многочисленными авторами на основе анали-
за последствий сильных землетрясений и соответствующих экспериментальных исследо-
ваний взаимодействия подземного трубопровода с грунтом при статических и динамиче-
ских нагрузках [4–11]. 

Проблема определения или оценки сейсмостойкости подземных трубопроводов сво-
дится так или иначе к определению напряжений в теле трубы различными методами [1, 4–
11]. Напряженное состояние подземной трубы при действии сейсмических сил достаточно 
сложное [4–11]. В целях упрощения они разделяются на продольные напряжения (вдоль 
оси трубопровода), поперечные (перпендикулярно оси трубопровода), изгибные, радиаль-
ные, кольцевые и т.д. [4–11]. Авторами [1, 8–11] отмечено, что наиболее опасными из них 
являются продольные напряжения. 

Известно также, что напряженное состояние подземного трубопровода при сейсми-
ческих воздействиях возникает в результате его взаимодействия с окружающей грунтовой 
средой [1,4–11]. Поэтому взаимодействие подземного трубопровода с грунтом также раз-
деляют, в основном, на продольное и поперечное. В каждом из видов взаимодействия мо-
гут быть обнаружены вышеперечисленные факторы при сильных землетрясениях. 

Продольное взаимодействие подземного трубопровода с грунтом является более 
простым с механической точки зрения, и оно более подробно изучено. Поперечное взаи-
модействие подземного трубопровода с грунтом более сложное и оно еще мало исследо-
вано. При поперечном взаимодействии трубопровода с грунтом трубопроводы, имеющие 
круглое сечение, не однозначно взаимодействуют с грунтом. При движении круглого се-
чения в грунте на фронтовой стороне образуется больше давление, чем на задней стороне 
сечения. Боковые поверхности этого сечения еще более сложным образом взаимодейст-
вуют с грунтом. При этом, каким образом, по каким законам взаимодействует каждая точ-
ка внешней поверхности трубопровода с грунтом не изучено. 

В расчетах на сейсмостойкость подземных трубопроводов обычно принимаются 
максимально упрощенные схемы, которые иногда очень далеки от реального положения. 

 
2.  Существующие теории сейсмостойкости подземных трубопроводов и их анализ 

В случаях определения продольных напряжений в подземном трубопроводе исполь-
зуются следующие технические теории: 

1. Упрощенная теория, которая основывается на гипотезе о равенстве продольных 
деформаций грунта и трубопровода при продольном воздействии сейсмических нагрузок 
[8]. В этой теории определяется деформация грунта, которая считается упругим полупро-
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странством, при распространении в нем плоской сейсмической волны, фронт которой 
перпендикулярен к оси трубопровода. Деформация грунта определяется без учета трубо-
провода, т.е. считается, что подземный трубопровод не влияет на формирование деформа-
ции грунта. 

В этом случае деформация грунта равна 

g g gv C  ,                                                                     (1) 

где εg – продольная по оси трубопровода деформация грунта; vg – скорость частиц грунта в 
продольном направлении; Cg – скорость распространения продольных волн в грунте. 

Далее деформация трубопровода εc принимается равной деформации грунта 

c g  .                                                                         (2) 

При известном значении деформации трубопровода εc продольное напряжение тру-
бопровода определяется из закона Гука, считая трубопровод упругим, 

c c cE  ,                                                                      (3) 
где Ec – модуль упругости материала трубопровода. 

По значению продольного напряжения в материале трубопровода оценивается сейс-
мическая прочность трубопровода. 

Здесь необходимо отметить, что упрощенная теория легла в основу нормативных 
методов расчета на сейсмостойкость подземных магистральных и не только магистраль-
ных трубопроводов в странах СНГ. В этих нормативных методах уравнение (3) использу-
ется с внесенным в нем множеством поправочных коэффициентов и заменой параметров 
для удобства при его использовании в инженерных расчетах. 

Однако гипотеза (2), лежащая в основе упрощенной теории, является неправдопо-
добной. С другой стороны, этот метод максимально удобен для определения продольного 
напряжения трубопровода. Это был первый, начальный этап развития теории сейсмостой-
кости подземных трубопроводов. 

2.Второй этап развития теории сейсмостойкости подземных трубопроводов в сере-
дине прошлого века привел ряд авторов практически одновременно к созданию динами-
ческой теории сейсмостойкости подземных трубопроводов [4–11]. Основой данной теории 
являются силы взаимодействия трубопровода с грунтом, которые возникают из-за разно-
сти деформаций грунта и трубопровода [1, 4–7, 9–11]. В динамической теории гипотеза (2) 
считается несправедливой. Здесь сейсмическая нагрузка на подземный трубопровод дей-
ствует через грунт и определяется соотношением в случае продольного взаимодействия 
трубопровода с грунтом по соотношению  

xK u  ,                                                                   (4) 
где τ – касательное напряжение, возникающее на поверхности контакта трубопровода с 
грунтом, МПа; Kx – коэффициент продольного взаимодействия или коэффициент жестко-
сти связи частиц грунта с внешней поверхностью трубопровода, МПа/м; u=ug–uc – отно-
сительное смещение, м; ug – абсолютное продольное смещение грунта в направлении оси 
трубопровода, м; uc – абсолютное продольное смещение трубопровода, м. 

Соотношение (4), называемое авторами [1–11] условиям или законом взаимодейст-
вия, выводится из закона Гука для сдвиговых деформаций и напряжений [15]. Поэтому 
уравнение (4) некоторыми авторами называется законом взаимодействия Гуковского типа 
[13].  

Далее с учетом (4) или его более усложненных вариантови [4] составляются диффе-
ренциальные уравнения продольного движения трубопровода в одномерной, двумерной и 
трехмерной постановках. Полученные уравнения движения решаются с соответствующи-
ми замыкающими уравнениями деформирования материала трубопровода и уравнениями 
механики сплошной среды с определенными граничными и начальными условиями тем 
или иным методом. 



 6 

В динамической теории в большинстве случаев задачи сейсмостойкости приводятся 
к стационарным задачам теории колебаний. Это обусловлено стремлением к получению 
простых инженерных решений задач сейсмостойкости подземных трубопроводов. Анало-
гичным образом рассматриваются задачи поперечных, изгибных, крутильных колебаний 
подземных трубопроводов при воздействии сейсмических нагрузок. Главным отличием 
задач динамической теории сейсмостойкости подземных трубопроводов от задач обычной 
теории колебаний является присутствие в уравнении движения силы взаимодействия типа 
(4). Поэтому достоверность полученных результатов по динамической теории полностью 
определяется достоверностью закона взаимодействия (4) или аналогичных более сложных 
законов. В целом динамическая теория была и есть существенным достижением в разви-
тии теории сейсмостойкости подземных трубопроводов. 

В динамической теории все свойства грунта учитываются через коэффициент взаи-
модействия Kx. Как показано в [12,15], Kx=G/h, где G – модуль сдвига грунта; h – толщина 
контактного слоя грунта на внешней поверхности трубопровода. Однако в этом случае 
имеются некоторые особенности, заключающиеся в зависимости коэффициента взаимо-
действия Kx от давления или нормального к внешней поверхности напряжения, возни-
кающего от статического (глубина заложения трубопровода) давления грунта и динамиче-
ского (сейсмического) воздействия. Динамическая теория не учитывает динамической со-
ставляющей нормального напряжения и существования пикового, а также предельного 
значения силы взаимодействия τ. Эти обстоятельства, как будет показано далее, приводят 
к существенным неточностям. 

3.Волновая теория сейсмостойкости подземных трубопроводов, разработанная в 
[12], устраняет вышеперечисленные недостатки динамической теории. Особенности вол-
новой теории и ее отличия от динамической теории проявляются в законах взаимодейст-
вия подземного трубопровода с грунтом. 

 

3.  Законы взаимодействия 
Рассмотрим законы продольного взаимодействия. Сейсмическая нагрузка, дейст-

вующая на подземный трубопровод вдоль протяженного трубопровода, в динамической 
теории считается известной, принимается в виде функции ug (x,t) и входит в уравнение (4). 
Так как длина сейсмической продольной волны может быть значительной (от сотни мет-
ров до километра), в большинстве случаев рассматривается смещение грунта, зависящее 
только от времени t, а от пространственной координаты x не зависящим в виде функции 
[4, 5, 11] 

sing mu u t  или cosg mu u t , 

где um – амплитуда продольного перемещения грунта; ω – частота колебания сейсмиче-
ской волны. 

Значение um определяется в соответствии с сейсмическими данными инструменталь-
ных записей колебания грунта при различных землетрясениях. В зависимости от силы 
землетрясений и типов грунтов его значение доходит до 0.1–0.4 м. При известном ug (x,t) 
обычно из одномерных уравнений колебания трубопровода определяеются перемещение 
сечений трубопровода uc, далее соответственно продольные деформации и напряжения 
вдоль трубы. 

В такой постановке проблемы, при определении продольных сейсмических напря-
жений в подземном трубопроводе, при продольных сейсмических нагрузках, значение на-
пряжения зависит от двух параметров: перемещения грунта и механических свойств грун-
та. Последний параметр учитывается через коэффициент Kx в (4). Значение Kx определяет-
ся экспериментально из результатов соответствующих опытов [4, 5, 9–11]. 

Согласно (4), коэффициент Kx имеет размерность МПа/м и по существу физически 
означает жесткость связи между частицами грунта и внешней контактирующей с грунтом 
поверхности трубопровода. Эта жесткая связь имеет место в продольном, поперечном и 
т.д. направлениях. 
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Необходимо отметить, что для закона или модели (4) строго существует область 
применения [12–17]. Уравнение (4) справедливо до значения относительного смещения 
u=u*, при котором частица грунта отрывается от внешней поверхности трубопровода, 
связь между частицами грунта и внешней поверхности контакта трубопровода перестает 
иметь место. Далее для описания процесса взаимодействия грунта с трубопроводом необ-
ходим другой закон. Как показано в [12–17], процесс взаимодействия за пределами u* 
описывается законом Кулона. 

На самом деле фактически из-за адгезионных процессов между грунтом и внешней 
поверхностью трубопровода [1] взаимодействие происходит между частицами, «прили-
пающими» к трубопроводу грунта, и другими частицами этого самого грунта. Поэтому 
при продольном взаимодействии трубопровода с грунтом фактически происходит сдвиг и 
срез грунта около внешней поверхности трубопровода, на некотором слое грунта. Суще-
ствование такого слоя грунта в экспериментах трудно установить [12]. В [15] существова-
ние контактного слоя грунта при сдвиговом взаимодействии твердого тела с грунтом 
обосновано теоретически и показано, что при незначительных нормальных к внешней по-
верхности тела напряжениях σN толщина контактного слоя колеблется около 0.01 м. В 
[12,15] также показано, что процесс формирования силы взаимодействия τ происходит в 
данном контактном слое сначала пропорционально значению относительного смещения u, 
затем после достижения u=u* – по закону Кулона. Здесь также показано, что процесс 
сдвигового деформирования контактного слоя грунта происходит особо обособленно. При 
сдвиговом взаимодействии твердого тела с грунтом контактный слой может дойти до раз-
рушения, а грунт за контактным остается не разрушенным. Это означает, что деформиро-
вание контактного слоя происходит не по упругим законам, а грунтовая среда в целом 
может оставаться при землетрясениях упругой или вязкоупругой. Результаты обследова-
ния последствий сильных землетрясений на подземных трубопроводах показывают суще-
ствование твердого, адгезионно прилипшего тонкого слоя грунта на внешней поверхности 
трубопровода [1–5]. Они также косвенно подтверждают существование контактного слоя 
грунта и вышеуказанной гипотезы. 

В [15] показано, что, когда уравнение состояния (закон деформирования) грунта 
учитывает процесс разрушения грунта при деформировании, на непосредственной кон-
тактной границе грунтовой среды с твердым телом вполне применимо классическое гра-
ничное условие полного прилипания, т.е. условие u=0. 

В такой постановке силы взаимодействия формируются в процессе деформирования 
грунта вокруг трубопровода в соответствии с принятым уравнением состояния грунта. В 
этом случае закон деформирования грунта должен быть адекватен процессу деформиро-
вания и разрушения контактного слоя грунта [15]. Однако в этом случае необходимо со-
вместное рассмотрение процесса деформирования и грунтовой среды, и подземного тру-
бопровода. Это приводит к сложным связанным волновым задачам для двух сред. При 
действии сейсмических волн, даже для простейших одномерных волновых задач, решение 
теоретической задачи достаточно трудоемкое и может быть получено только с примене-
нием численных методов [12–17]. 

Это обстоятельство требует поиска более простых методов определения напряжений 
в подземном трубопроводе при сейсмических воздействиях. Однако растущие экономиче-
ские и экологические требования к подземным трубопроводам как транспортирующим 
средствам различных жидких и газообразных веществ, которые иногда являются высоко-
токсичными [1-3], ставит перед исследователями проблему более достоверного и точного 
определения и прогноза возникающих в них напряжений при землетрясениях. 

Экспериментальное определение сейсмических напряжений в подземных трубопро-
водах требует больших затрат и очень трудоемко. Поэтому более целесообразны теорети-
ческие методы определения напряжений при сейсмических воздействиях в подземных 
трубопроводах. Однако этот вариант, как показано выше, требует более точного и досто-
верного знания, в первую очередь закона взаимодействия подземного трубопровода с 
грунтом. Чем достовернее этот закон, тем точнее значение напряжений в подземных тру-
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бопроводах при сейсмических воздействиях. Здесь рассматривается закон продольного 
взаимодействия трубопровода с грунтом. 

Согласно результатам экспериментов и наблюдений [4–12], схематически зависи-
мость τ(u) можно представить как показано на рис. 1. В обширных статических и динами-
ческих экспериментах по взаимодействию подземных трубопроводов с окружающим 
грунтом и фрагментов внешней поверхности крупномасштабных подземных сооружений 
с грунтом выявлена, главным образом, зависимость силы взаимодействия (касательного 
напряжения) от значения относительного смешения, нормального к внешней поверхности 
подземного трубопровода давления. И еще установлены в опытах проявления пикового 
значения касательного напряжения при взаимодействии подземного трубопровода с ок-
ружающем грунтом ненарушенной структуры. Если учитывать, что практически все тру-
бопроводы находятся в консолидированных грунтах после их строительства, т.е. в грунтах 
не нарушенной структуры, последний фактор также приобретает существенное значение. 
С учетом этих трех факторов зависимости касательного напряжения от значений относи-
тельного смещения, нормального напряжения и проявления его пикового значения, изме-
нения силы взаимодействия приведены на рис.1. Отметим, что последние два фактора не 
учитываются в динамической теории. 

 
Рис. 1. Схематические зависимости τ(u) при различных нормальных напряжениях и  

с учетом проявления пикового значения τ 
 

Результаты экспериментов по продольному взаимодействию трубопроводов с грун-
том и сдвиговому взаимодействию твердых тел с грунтом, обзор которых приведен в [12], 
показывают, что процесс взаимодействия трубопровода с грунтом нарушенной и ненару-
шенной структур существенно отличается. Грунт, структурно разрушенный при строи-
тельстве трубопроводных коммуникаций и сооружений, со временем консолидируется и 
образует вокруг трубопровода новую связанную структуру. При взаимодействии трубо-
провода с этим грунтом процесс взаимодействия происходит по сложным кривым 1–3 (см. 
рис.1). Кривые 1–3 относятся к различным значениям нормальной к внешней поверхности 
напряжения σN. Для кривых 1–3, соответственно σN1˂σN2˂σN3, которые обсуждаются далее. 

Как видно из рис.1, зависимости τ(u) в диапазоне относительных смещений 0≤u≤u*, 
для нарушенных (кривые 1˚–3˚) и ненарушенных структур грунтов (кривые 1–3) отлича-
ются качественно и количественно. Как отмечалось, в процессе взаимодействия трубо-
провода с грунтом образуется контактный слой грунта и структурное разрушение грунта 
происходит именно только в этом контактном слое. При взаимодействии с грунтом, когда 
контактный слой не нарушен структурно, в зависимостях τ(u) проявляется пиковое значе-
ние силы взаимодействия τ, а когда контактный слой грунта структурно разрушен на этом 
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участке, пиковое значение τp не проявляется (кривые 1˚–3˚). На этом участке 0≤u≤u*, из-
менения τ(u) в обоих случаях криволинейные. Это связано с микроразрушением структу-
ры грунта в контактном слое в случае неразрушенного грунта и переукладкой частиц 
грунта в случае разрушенного грунта. 

В случае консолидированного грунта значение τ с увеличением значения относи-
тельного смещения растет до τp, достигаемого при u=up. На этом участке 0≤u≤up, структу-
ра грунта претерпевает микроразрушения. После достижения τp значение касательного 
напряжения интенсивно падает до значения τr при u=u* и остается постоянным. На участ-
ке up≤u≤u* кривой τ(u) происходит интенсивное разрушение контактного слоя грунта. Со-
ответственно значения касательного напряжения интенсивно падают. После полного раз-
рушения структуры грунта, значение τ остается постоянным и равным τ=τr. На участке 
u˃u*, очевидно, выполняется закон трения Кулона. Здесь значение τ определяется из соот-
ношения 

Nc f   ,                                                                   (5) 
где c – сила сцепления между частицами грунта; f – коэффициент трения между частица-
ми грунта; σN – нормальное к поверхности контакта напряжение, как отмечалось ранее. 

Отметим, что в уравнении (5) коэффициент трения f берется именно между частица-
ми самих грунтов, а не между частицами грунта и внешней поверхностью трубопровода. 
Это справедливо в случаях, когда частицы грунта адгезировались к внешней поверхности 
трубопровода и образовались прочные связи между ними. В случаях, когда этого еще не 
происходило, т.е. когда частицы грунта еще не успели адгезироваться к поверхности тру-
бы и грунт еще после строительства трубопровода не консолидировался, процесс взаимо-
действия τ(u) происходит по кривым 1˚, 2˚, 3˚. В этом случае пиковое значение касатель-
ного напряжения τp  не проявляется и с увеличением значения относительного смещения u 
значение τ увеличивается до значения τ=τr и остается постоянным. Отметим, что после 
разрушения контактного слоя грунта повторные процессы взаимодействия трубопровода с 
грунтом также происходят по кривым 1˚, 2˚или 3˚. 

Продольное взаимодействие подземного трубопровода с грунтом происходит в двух 
направлениях, условно в прямом и обратном движениях. На диаграмме τ(u), из ее любой 
точки может начинаться обратное движение трубопровода относительно грунта в зависи-
мости от изменения сейсмической нагрузки. В зависимости от степени разрушения кон-
тактного слоя обратное и повторное прямое движение трубопровода относительно грунта 
происходит сложнейшим образом [17]. Это также следует из результатов эксперименталь-
ных исследований взаимодействия подземных трубопроводов с грунтом и исследования 
последствий сильных землетрясений на подземных инженерных коммуникациях [4,5]. 

Кроме того, экспериментальными исследованиями установлено, что значение пико-
вого касательного напряжения (силы взаимодействия) τp 

 существенно зависит от скоро-
сти взаимодействия du/dt. В зависимости от значения скорости взаимодействия и прочно-
сти структурных связей между частицами грунта значение τp 

 может быть почти в два раза 
больше, чем Кулоновское значение τr. Опыты также показывают, что значения u* не 
зависят от скорости взаимодействия [12]. 

На диаграмме τ(u) (рис.1), на участке u˃u*, согласно закону Кулона (5), значения си-
лы взаимодействия τ однозначно зависят от нормального напряжения σN. Этот участок яв-
ляется предельной стадией взаимодействия трубопровода с грунтом. Ему предшествует 
допредельная стадия на участке 0≤u≤u*. Эти две стадии взаимодействия являются двумя 
стадиями одного и того же процесса взаимодействия. Отсюда следует, что в допредельном 
участке 0≤u≤u* также сила взаимодействия должна зависеть от значения σN и уравнение 
(4) принимает вид 

 x NK u  .                                                                 (6) 
Игнорирование σN  в допредельной стадии взаимодействия, как это делается в дина-

мической теории, – совершенно не точное описание процесса взаимодействия подземного 
трубопровода с грунтом при сейсмических воздействиях. 
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Экспериментальными исследованиями установлены зависимости силы взаимодейст-
вия τ от глубины заложения подземного трубопровода [4, 5, 11]. Глубина заложении – это 
есть S

NN   , т.е. статическое нормальное к внешней поверхности трубопровода давление 
(напряжение). Однако известно, что при распространении сейсмической волны, даже в 
случаях, когда фронт волны перпендикулярен к оси трубопровода, возникает динамиче-
ское нормальное напряжение D

NN   , которое сопоставимо с S

N , а иногда оно может 

быть больше, чем S

N . Следовательно, при взаимодействии сейсмической произвольной 
волны с подземным трубопроводом имеет место соотношение 

S D
N N N    ,                                                               (7) 

где S

N  определяется глубиной заложения трубопровода в грунте, а D

N  определяется как 
давление сейсмической волны. 

При распространении продольной сейсмической волны параллельно к оси трубопро-
вода нормальное напряжение D

N  приблизительно определяется по формуле 
D
N gK  ,                                                                 (8) 

где Kσ – коэффициент бокового давления грунта; σg – продольное сейсмическое напряже-
ние в грунте при распространении продольных волн. 

В случае сильных землетрясений в лёссовых грунтах ориентировочно значения про-
дольного напряжения в грунте 5.0max p МПа [8]. Тогда при Kσ=0.3 получим 

15.0max D

N МПа, согласно (8), что соответствует существенно большой глубине заложе-

ния трубопровода (Н=7.5 м). Следовательно, значение maxD

N  может даже превышать вели-

чину S

N . Это указывает на то, что расчеты на сейсмостойкость подземных трубопроводов 

по динамической теории без учета D

N  весьма приблизительны. 
При решении задач сейсмостойкости подземных трубопроводов по динамической 

теории в законе взаимодействия (4) или подобных законах значение коэффициента Kx 
считается постоянным. На самом деле, как отмечалось, он должен быть переменным в ви-
де (6) с учетом соотношений (7) и (8). 

Закон взаимодействия в виде (6) является простейшим. В случае учета скорости 
взаимодействия du/dt этот закон еще осложняется. Законы взаимодействия с учетом du/dt 
и их параметрический анализ, преимущества и недостатки рассмотрены в [12, 13]. 

Необходимо отметить, что в случаях, когда между частицами грунта на контактном 
слое упругие или вязкоупругие связи не нарушены и значения относительного смещения 
намного меньше, чем значение u*, закон взаимодействия действительно можно принять в 
виде (6). Отметим, что значение u* в зависимости от типов грунтов колеблется от 0.003 до 
0.007 м [12,13]. 

Значение относительного смещения, при котором достигается пиковое значение τ,   
приблизительно можно принять равным up=0.5u*. Тогда получим up=0.0015÷0.0035м. При 
значениях относительного смещения u≤up силу взаимодействия при прямом и обратном 
движениях трубопровода относительно грунта можно описать уравнением (6). Как только 
значение u превышает up, т.е. при u˃up, при обратном движении необходимо принимать 
другой закон взаимодействия, учитывающий степень разрушенности структуры грунта в 
контактном слое. После полного разрушения структуры контактного слоя грунта сила 
взаимодействия превращается в силу трения Кулона. В этом случае знак силы трения на 
внешней контактирующей с грунтом поверхности подземного трубопровода определяется 
с учетом скорости взаимодействия du/dt по закону  

 x NK u   ,                                                             (9) 

где  sgn v  ; v  – скорость относительного смещения, определяемая соотношением 

g c
g c

du du
v v v

dt dt
    .                                                    (10) 
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Тогда 
1 0

1 0

0 0

при v

при v

при v





   
   
  

.                                                         (11) 

Согласно (11), когда деформация грунта вокруг трубопровода больше, чем деформа-
ция самого подземного трубопровода (εg˃εc), сила взаимодействия   является активной, 
вовлекающей в движение силой. В случае εg˂εc сила взаимодействия является пассивной 
сопротивляющей силой трения. Это обстоятельство имеет очень важное, ключевое значе-
ние при решении задач сейсмостойкости подземных трубопроводов. В зависимости от 
свойства силы взаимодействия (активной или пассивной) по-разному формируется на-
пряженное состояние подземного трубопровода. Механизмы формирования продольных 
напряжений в подземном трубопроводе рассмотрены в [14]. 

В динамической теории в априори не предусматривается возможность превращения 
силы взаимодействия из активной в пассивную и наоборот. Возможно допущение, что эти 
превращения можно не учитывать при значениях относительных смещений u˂up, когда 
существенно незначительны относительные смещения. Однако, если учитывать, что при 
сильных землетрясениях абсолютное смещение грунта достигает до 0.3–0.4 м, то стано-
вится очевидной неприменимость к этим случаям динамической теории без учета соотно-
шений (9)–(11).  

В работах [4,5], кроме того, допускаются случаи, когда грунт, окружающий подзем-
ный трубопровод, обладает большей жесткостью, чем материал трубопровода (cg˃cc; cg –
скорость распространения продольных волн в грунте; cc – скорость распространения про-
дольных волн в трубопроводе). Такое гипотетическое допущение также не имеет места в 
реальности, хотя при таких допущениях при решении задач сейсмостойкости подземных 
трубопроводов удается получить некоторые интересные результаты [4,5]. Так как грунто-
вая среда вокруг трубопровода всегда обладает намного меньшей жесткостью, чем под-
земный трубопровод, при распространении продольных сейсмических волн в системе 
«подземный трубопровод–грунт», грунт (контактный слой грунта) практически всегда де-
формируется намного больше, чем подземный трубопровод. Следовательно, сила взаимо-
действия, действующая на трубопровод, больше проявляет активные свойства, чем пас-
сивные [14]. При распространении монохроматической сейсмической волны по упругому 
или вязкоупругому свободному трубопроводу с амплитудой напряжения σmax=0.5 МПа в 
трубопроводе не возникают напряжения больше, чем 0.5 МПа. Образование напряжений в 
подземных трубопроводах больших продольных напряжений 100 МПа и более, приводя-
щих к разрушению трубопровода [5], – исключительно результат значительных деформа-
ций грунта вокруг подземного трубопровода. Деформационные свойства грунта, окру-
жающего подземный трубопровод, вернее его напряженно-деформированное состояние 
при землетрясениях, как показано ранее, имеют существенное определяющее значение 
при формировании напряженно-деформированного состояния подземного трубопровода. 

Нелинейность диаграммы τ(u) (см. рис.1) и проявление на диаграмме пикового зна-
чения τp, происходят в результате разрушения контактного слоя грунта [12, 13]. Грунт, 
имеющий достаточно слабые структурные связи, при сдвиговых деформациях начинает 
претерпевать микроразрушения, что приводит к нелинейному изменению диаграммы τ(u) 
уже на участке 0≤u≤up. На участке up˂u≤u* структура контактного слоя грунта полностью 
разрушается. Этот фактор учитывается в законе (6) введением параметра IS 

 ,x N SK I u  ,                                                             (12) 

где IS=abs(u/u*) – параметр, характеризующий степень разрушенности структуры кон-
тактного слоя грунта. 

Диапазон изменения параметра 0 ≤ IS ≤ 1. При IS =0 контактный слой грунта не раз-
рушенный, а при IS =1 – полностью разрушенный. Изменение IS является необратимым. С 
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учетом этих обстоятельств в [12,13] предложена функция, учитывающая изменения 
Kx(σN,IS) в следующем виде: 

      *, exp 1x N S x N SK I K I    ,                                         (13) 

где *
xK  – функция жесткости (взаимодействия) трубы со структурно разрушенным грун-

том; β – безразмерный коэффициент, характеризующий диапазон изменения Kx. 
При IS =0 из (13) получим 

   *N
x N x NK K e  .                                                      (14) 

В [12, 13] по результатам экспериментов предложено для функции  *
xK   соотноше-

ние 

 *
x N N NK K  ,                                                           (15) 

где KN – коэффициент жесткости связи подземного трубопровода с контактным слоем 
грунта (коэффициент жесткости на сдвиг контактного слоя грунта). 

Значение относительного смещения u=ug–uc определяется из решения задач о рас-
пространении сейсмической волны в грунте и трубопроводе. 

Это обстоятельство требует рассмотрения процесса деформирования подземного 
трубопровода и окружающего его грунта совместно. В общем случае такая задача трех-
мерная. В такой постановке задача о взаимодействии подземного трубопровода с грунтом 
достаточно сложная.  

В неодномерных случаях, как уже отмечалось в [15], на непосредственной границе 
контакта грунтовой среды с подземным трубопроводом можно принимать условие полно-
го прилипания u=0, если в законах деформирования грунта учитываются его структурные 
разрушения. В случаях, когда структурное разрушение грунта не учитывается, а также в 
случае рассмотрения процесса в одномерной постановке, на границе контакта подземного 
трубопровода с грунтом необходимо использовать условие в виде (13). 

В [13] проведен анализ законов взаимодействия, выведенных на основе законов Гу-
ка, Кельвина-Фойгта и Эйринга (стандартное линейное тело). В последних двух случаев 
закон взаимодействия учитывает скорость деформирования и вязких свойств контактного 
слоя грунта. В [12, 13] также установлено, что наиболее адекватными к результатам экс-
периментов являются законы Гуковского типа и типа стандартно линейного тела. С уче-
том вышеприведенных факторов рассмотрим задачу по определению продольных напря-
жений в подземном протяженном трубопроводе с использованием раиболее простого за-
кона взаимодействия (12) и (9), а также соотношений (6) – (15). 

 
4.  Постановка задачи 
В одномерном случае грунтовая среда вокруг подземного трубопровода рассматри-

вается как полупространство. Пространственная координата x совпадает с осью трубопро-
вода начальное сечение полупространства (x=0), также совпадает с начальным сечением 
подземного трубопровода. Сейсмическая плоская волна по грунтовому полупространству 
(по направлению оси трубопровода) рассматривается без учета самого трубопровода. В 
результате решения такой волновой задачи определяются по оси трубопровода в каждой 
фиксированной точке все параметры волны для одномерного случая – σg, vg, ug, εg, т.е. 
продольное сейсмическое напряжение, скорость частиц грунта, смещение частиц грунта и 
деформация грунта. Они позволяют определить в каждой точке по оси трубопровода x си-
лы взаимодействия трубопровода с грунтом. 

Одновременно решается задача о распространении этой же плоской сейсмической 
волны в подземном трубопроводе с учетом силы взаимодействия (трения) на его внешней 
поверхности, контактирующей с грунтовой средой. Такая постановка задачи является 
наиболее близкой к реальной ситуации. В этом случае в отличие от динамической теории 
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сейсмостойкости подземных трубопроводов в осевом направлении трубопровода в каждой 
точке – значения σN, vg, ug, εg, следовательно, IS определяется из решения волновой задачи 
для грунта. Поэтому теория, предложенная в [12, 17], называется волновой теорией сейс-
мостойкости подземных трубопроводов. Волновая теория является следующим этапом 
развития теории сейсмостойкости подземных трубопроводов. 

Система уравнений, описывающих процесс взаимодействия подземного трубопро-
вода с грунтом при действии сейсмических нагрузок, в случае одномерного движения, на 
основе волновой теории, приведена далее. 

Уравнения движения, неразрывности деформаций и деформирования для грунта 
имеют следующий вид: 
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,                                                    (16) 

где ρ0g – начальная плотность грунта; vg – скорость частиц (массовая скорость) грунта; σg – 
продольное (по оси x) напряжение в грунте; στg – приведенная сила взаимодействия 
подземного трубопровода с грунтом; εg – продольная (по оси x) деформация грунта; μg – 
параметр объемной вязкости для грунта; ηg – коэффициент объемной вязкости грунта; EDg 
– динамический модуль сжатия грунта при dεg/dt→∞; ESg – статический модуль сжатия 
для грунта при dεg/dt→0; x – пространственная (по оси трубопровода) координата; t – вре-
мя. 

Значения σN, στg и χ определяются из соотношений 

2 2

4
g

H

H

H D


 


,                                                       (17) 

S D
N N N    ,                                                         (18) 

   2 2 4S
N g c H B HH D D D      ,                                       (19) 

D
N gK  ,                                                           (20) 

 sgn , g cv v v v    ,,                                               (21) 

где H – глубина заложения трубопровода в грунте; DN – наружный диаметр подземного 
трубопровода; γg – удельный вес материала трубопровода; Kσ – коэффициент бокового 
давления в грунте; v – относительная скорость; vg – скорость частиц грунта; vc – скорость 
сечений трубопровода; S

N  – статическое нормальное к внешней поверхности напряжение 

грунта; D

N  – динамическое нормальное напряжение к внешней поверхности грунта. 

Отметим, что уравнение (19) для определения статического нормального напряже-
ния на трубопровод является наипростейшим. Более сложные уравнения для этого случая 
обсуждаются в [5]. 

Уравнения движения, неразрывности и деформирования для подземного трубопро-
вода имеют следущий вид: 
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,                                                    (22) 

где ρ0c – начальная плотность материала трубопровода; σc – продольное (по оси трубопро-
вода) напряжение в трубопроводе; στc – приведенная сила взаимодействия (трения) 
трубопровода с грунтом; εc – продольная (по оси трубопровода) деформация; μc – пара-
метр объемной вязкости для материала трубопровода; ηc – коэффициент объемной вязко-
сти для материала трубопровода; EDc – динамический (при dεc/dt→∞), а ESc – статический 
(при dεc/dt→0) модули деформирования для материала трубопровода. 

Значение στc для трубопровода определяется из соотношения 
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,                                                               (23) 

где DB – внутренний диаметр подземного трубопровода. 
Соотношения для определения силы взаимодействия между подземным трубопрово-

дом и грунтом τ определяются следущим образом: 
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,                                          (24) 

где  ,R
x N SK I  – функция взаимодействия подземного трубопровода с грунтом при его 

возвратном движении, которое определяется по соотношениям 

   , 1R N
x N S x SK I K I   ,                                                (25) 

N
x N NK K e .                                                          (26) 

Перемещение частиц грунта и сечений трубопровода определяется по формулам 

0 0

,
t t

g g c cu v dt u v dt   .                                                   (27) 

После каждого цикла взаимодействия, при изменении τ от нуля до нуля, начинается 
новый отсчет значений относительного смещения u. 

На начальные (x=0) сечения грунтового полупространства и подземного трубопро-
вода действует нагрузка, создающая волну в грунте и трубопроводе 

 max sin 0

0

t T при t

при t

   
 

  


  
,                                       (28) 

где σmax – амплитуда сейсмического напряжения в грунте. 
При этом торец трубопровода при x=0 может быть свободен от нагрузки, т.е. 

0   при 0t  .                                                       (29) 
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При действии нагрузки (28) по грунту и по трубопроводу начинает распространяться 
плоская волна с различными скоростями. 

Условия на фронтах этих волн имеют вид 
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,                                                     (31) 

где Cg – скорость распространения продольных волн в грунте; Cc – скорость распростра-
нения продольных волн в трубопроводе. 

В случае условия (29), когда на трубопровод не действует нагрузка (28), волна в тру-
бопроводе образуется благодаря действию сил взаимодействия (24). 

Согласно уравнению (25), коэффициент взаимодействия (трения) при возвратном 
движении трубопровода относительно грунта также переменен. Для структурно неразру-

шенного грунта R N
x xK K  при 0SI  , а структурно полностью разрушенного грунта при 

1SI   R
xK  , а τ=0.  

Таким образом, здесь рассматриваются две системы уравнений, описывающих про-
цесс распространения волны в грунте и трубопроводе. Системы уравнений (16) для грунта 
и (22) для трубопровода связаны через соотношения (24). С учетом уравнений (17)–(21), 
(23) и (25)–(27), граничных условий (28)–(31), также нулевыми начальными условиями 
необходимо решать связанные системы уравнений (16) и (22) отдельно для грунтовой 
среды и отдельно для подземного трубопровода. Как видно, даже для простейшего одно-
мерного случая задача волновой теории сейсмостойкости подземного трубопровода дос-
таточно сложная. 

В уравнениях (16) и (22) законы деформирования грунта и трубопровода приняты в 
виде модели стандартно-линейного тела. В случае, когда в этих уравнениях ED=ES, законы 
деформирования грунта и трубопровода превращаются в законы Гука. Необходимо отме-
тить, что уравнения динамической теории для продольного колебания подземного трубо-
провода в перемещениях, приведенные в [4, 5, 9–11], можно вывести из уравнения (22). 
Уравнения (24) являются исходными также для уравнений динамической теории, а урав-
нения (16) в динамической теории не рассматриваются. 

 
5.  Метод решения 
Системы уравнений (16) и (22) являются дифференциальными уравнениями в част-

ных производных гиперболического типа [16] и имеют действительные характеристики и 
характеристические соотношения по ним. В случае граничных условий (28)–(31) и зако-
нов взаимодействия (24) линии фронтов волн в грунте и трубопроводе остаются линей-
ными. Остаются также линейными характеристические линии на характеристических 
плоскостях xt  и для грунта, и для трубопровода. Это обстоятельство существенно облег-
чает численную реализацию рассматриваемых задач. Характеристические соотношения в 
этих случаях нелинейные имеют следующие виды: 

для подземного трубопровода 
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для грунтового полупространства  
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Для повышения точности расчетов на ЭВМ переходим к безразмерным переменным 
(с верхним индексом нуль) и параметрам по следующим формулам: 

max

max max

max max max

max max 0 max max

; ; ;

; ;

; ; ;

; ;
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   .                             (34) 

После перехода к безразмерным переменным , , , ,x t v       уравнения (16) – (33) 
примут следующий вид для подземного трубопровода: 
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,                     (36) 

для грунтовой среды 
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       . 

Граничные условия принимают вид (39). 
Уравнения (16) и (22) в частных производных, таким образом, приводятся к обыкно-

венным дифференциальным уравнениям в безразмерном виде (36) и (38) с граничными 
условиями (39). Начальные условия, как отмечалось, нулевые. 

Отметим, что уравнения состояния или закон деформирования как для грунта в (16), 
так и для подземного трубопровода в (22) приняты одинаково. В обоих случаях использу-
ется обобщенный закон Эйринга или, как он еще называется, модель стандартно линейно-
го вязкоупругого тела. Однако для грунтов γg=EDg/ESg и для материала трубопровода 
γс=EDc/ESc  в расчетах будут иметь разные значения. Среди существующих реологических 
моделей закон Эйринга является наиболее достоверным для описания процессов динами-
ческого деформирования грунтов. В случае трубопровода, когда значения γс=1.02, модель 
Эйринга превращается в модель Гука. При значениях γс, более отличающихся от единицы 
(γс˃1), рассматриваемый здесь метод позволяет определить продольные напряжения в 
подземных вязкоупругих (полимерных) трубопроводах. 

Уравнения (36) и (38) благодаря члену χ=sgn(v) являются нелинейными и их анали-
тически решить в настоящее время не представляется возможным. Поэтому они решены 
численно с использованием метода конечных разностей по неявной схеме. Алгоритм ре-
шения составлен на основе сдвоенных сеток дискретизации на сдвоенных характеристи-
ческих плоскостях x, t. Более подробно они приведены в [12, 16]. Программы решения со-
ставлены на языке PASCAL и реализованы в среде Delphi. Численные решения получены 
как для грунта, так и для подземного трубопровода, в виде изменения параметров волн по 
времени σ(t), ε(t), v(t) для фиксированных точек по координате, а также как σ(x), ε(x), v(x) 
для фиксированных времен. Приведенные выше уравнения (1)–(39) в совокупности со-
ставляют основу одномерной волновой теории сейсмостойкости подземных трубопрово-
дов при сейсмических воздействиях в случае законов взаимодействия (24). Более сложные 
законы взаимодействия изложены в [12, 13]. Рассмотрим результаты расчетов на ЭВМ. 
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6.  Результаты расчетов и их обсуждение 
Расчеты на ЭВМ проводились с безразмерными переменными и параметрами. Затем 

они переводились в размерные для облегчения понимания. В качестве исходных данных 
выбраны [12]: 

для подземного трубопровода  

DН=0.2 м; DВ=0.18 м; ρ0с=7800 кг/м3; μс=104 с-1; Сс=5000 м/с; γс =1.02; 2
0Dc c cE C  ; 

Sc Ds cE E  ; 
для грунтовой среды 

0 1800g  кг/м3; 1000gC  м/с; 0.3K  ; 1000g   с-1; 1.1g  ; 2
0Dg c gE C  ; 

Sg Dg gE E  ; 

параметры сейсмической нагрузки 
0.01T  с; 5  с; max 0.5  МПа; 

параметры взаимодействия 
Н=1 м;  KN=100 м-1; β=2; f=0.5; u*=0.005 м. 
В соответствии с этими исходными данными продольное напряжение в подземном 

трубопроводе, согласно уравнениям (1) – (3), с учетом (30) – (31) равняется 54.6 МПа при 
значении относительной деформации грунта 0.00028. Значение продольного напряжения 
здесь получено без учета множества коэффициентов, приведенных в нормативных мето-
дах, которые влияют в сторону увеличения этого значения напряжения. В результате по-
лучим значения продольного напряжения 80 – 120 МПа. Последние обстоятельства в нор-
мативных документах в определенной степени обосновываются. Однако в данном случае 
рассматриваются точные расчетные значения продольного напряжения в подземном тру-
бопроводе по указанным теориям. Значит, по упрощенной теории значение продольного 
напряжения будет равно 54.6 МПа. 

Определяем значение продольного напряжения в подземном трубопроводе по дина-
мической и волновой теориям. 

Отметим, что из уравнений взаимодействия (24) при *u u  получим 

* Nu f K .                                                              (40) 
Отсюда следует, что при известных значениях коэффициента трения f и коэффици-

ента жесткости KN для грунта можно определить соответствующее им значение u* [12,13]. 
Если допустим, что в уравнениях (24) u*→∞, то получим в расчетах только закон 

взаимодействия типа (12), а если допустим u*→0, то получим в качестве закона взаимо-
действия (5). В расчетах также можно рассматривать случаи, когда не учитывается в (7) 

составляющая D
N , а также можно принять в процессе взаимодействия IS = 0 в (13). Когда в 

расчетах значение u* задается значительным (u* = 100 м), структура грунта практически не 
изменяется, так как IS=u/u*→0. Как видно, варьируя значениями параметров исходных 
данных, можно получить различные варианты закона взаимодействия грунта и подземно-
го трубопровода. Кроме того, для сопоставления результатов расчетов по динамической и 
волновой теориям принята самая простая расчетная схема, когда длина трубопровода рав-
няется 1000 м. В этом случае не возникает отраженная от конечного торца трубопровода 
волна.  

Рассмотрим результаты расчетов. 

В случае u*→∞ (u*=100 м) и S
N N const    на границе контакта трубопровода с 

грунтом получим нелинейную модель взаимодействия (12). В этом случае прямое (посту-
пательное) и обратное движение трубопровода относительно грунта происходит только по 
уравнению (12). Нормальное к внешней поверхности полубесконечного трубопровода 
(L=1000 м) динамическое давление грунта D

N  не учитывается. Однако относительное 
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смещение u определяется с учетом движения грунта, т. е. u=ug–uc, где uc – абсолютное 
смещение сечений трубопровода; ug – соответствующее абсолютное смещение грунта. Значение 
ug определяется из решения системы уравнений (38).  

 
Рис. 2. Изменения продольного напряжения по времени в сечениях подземного трубопровода 

 при S
N N const    

 

Изменения продольного напряжения по времени в сечениях трубопровода σc(t) и соответст-
вующей им зависимости касательного напряжения от относительного смещения τ(u) приведены на 
рис. 2 и 3. Кривые 0–3 на рис. 2 относятся к сечениям трубопровода х=0, 5, 10 и 15 м. Здесь кривая 
0–изменения заданной нагрузки (28) на начальных сечениях трубопровода и грунтовой среды. 

 
Рис. 3. Зависимость касательного напряжения от относительного смещения при s

N N const    
 

Как видно из рис. 2, в сечениях трубопровода х = 5, 10 и 15 м, т. е. в сечениях трубо-
провода с удалением от начального сечения, наблюдается существенный рост значений 
продольного напряжения. При х=5 м (кривая 1) амплитуда напряжений σcmax превышает 
амплитуды напряжения σmax в начальном сечении примерно в 12 раз. При х = 10 м – 18 
раз, а при х=15 м – в 17 раз. Таким образом, учет движения грунта вокруг подземного тру-
бопровода приводит к многократному повышению продольного напряжения в сечениях 
трубопровода. Такой рост значений напряжений происходит в силу следующих обстоя-
тельств. 

При действии нагрузки, изменяющейся по закону (28), на трубопровод и грунтовую 
среду по ним начинает распространяться продольная волна. Так как скорость распростра-
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нения волны в трубопроводе больше, чем в грунте, следовательно, сечения трубопровода 
первыми начинают движение. 

 
Рис. 4. Изменения относительной скорости сечений трубопровода по времени 

 

Поэтому в начальных моментах времени значение относительной скоро-

сти 0g c
du dudu

v
dt dt dt

     (рис. 4). Через некоторое время волна в грунте достигает этих се-

чений трубопровода. Так как жесткость грунта намного меньше, чем жесткость трубопро-
вода (Cg˂Cc), грунт получает больше деформации, чем труба, т.е. в соответствующих се-
чениях трубы и грунта абсолютное смещение грунта больше, чем абсолютное смещение 
трубы. В результате знак относительной скорости, следовательно, относительных смеще-
ний, меняется (точки А, В, С на рис.4 и 5). При этом меняется знак касательного напряже-
ния τ (рис.6), т.е. касательное напряжение (сила сопротивления) превращается от пассив-
ной в активную силу. Активная (движущая) сила τ приводит к увеличению значения на-
пряжения в трубопроводе, как это наблюдается на рис.2. При этом зависимости τ(u) оста-
ются практически линейными (см. рис.3). Величина относительного смещения u не пре-
вышает допустимого его значения u*=0.005 м из-за малых значений γg=1.1.

 

 
Рис. 5. Изменения относительных смещений по времени 

Увеличение напряжения в сечениях трубопровода, таким образом, является следст-
вием превращения силы взаимодействия τ от пассивной (сопротивления) в активную 
(движущую) силу. В случае, когда грунт невозмущенная среда, τ почти всегда является 
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пассивной силой, что приводит к постоянному затуханию амплитуды напряжения в под-
земном трубопроводе. 

Максимальные значения напряжения в сечениях трубопровода, однако, зависят от 
характера изменения относительных смещений и касательных напряжений в этих сечени-
ях. 

 
Рис. 6. Зависимость касательного напряжения от времени 

 

Рассмотрим влияние характера изменения зависимости τ(u) на значения продольных 
напряжений в сечениях трубопровода, т. е. рассмотрим случай, когда на поверхности кон-

такта трубопровода с грунтом выполняются законы (24) при S
N N const    (динамиче-

ская составляющая нормального давления на трубопровод не учитывается). В этом случае 
закон (24) будет эквивалентным условию "упругопластического" закона взаимодействия с 
включением закона трения Кулона. 

 
Рис. 7. Зависимость касательного напряжения от относительного смещения без учета 

D
N  

 

Закономерности взаимодействия в отличие от зависимостей τ(u), приведенных на 
рис.3, имеют вид, как на рис.7. Изменения касательного напряжения на поверхности кон-
такта трубопровода с грунтом в этом случае происходят по аналогии «нагрузка–
разгрузка» (см. рис.7). Кривые 1, 2, 3 на рис.7 относятся к тем же сечениям трубопровода 
х – 5,10 и 15 м. Здесь процесс взаимодействия не доходит до закона Кулона, так как *u u . 

Соответствующие этому случаю изменения напряжения в этих сечениях трубопро-
вода приведены на рис.8 (кривые 0–3). Как видно из сопоставлений зависимостей σ (t), 
приведенных на рис.8 и 2, изменения закона взаимодействия τ (u) трубопровода с грунтом 
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при рассматриваемых исходных данных задачи на зависимости σ (t) практически не влия-
ют. Аналогичные картины наблюдаются в зависимостях vc (t) и u (t) ( )u t .  

 
Рис. 8. Изменения напряжения в сечениях трубопровода при x=0, 5, 10 и 15 м 

и «упругопластическом» законе взаимодействия 
 

Здесь необходимо отметить, что в рассмотренных выше вариантах расчетов, в зако-
номерностях взаимодействия (24) принято σN=const В этих случаях на параметры волн в 
трубопроводе, т. е. на изменения напряжения, деформации и скорости сечений трубопро-
вода, влияют только лишь изменения абсолютного смещения грунтовой среды. Это при-
водит к образованию на поверхности контакта трубопровода с грунтом активной силы 
взаимодействия, как отмечалось, следовательно, повышаются напряжения в сечениях тру-
бопровода. Параметры волны в это же время в сечениях грунтовой среды остаются без 
изменения. 

 
Рис. 9. Изменение напряжения по времени в сечениях грунтовой среды при х = 0, 5, 10 и 15 м 

 

На рис. 9 приведены изменения напряжения в сечениях грунтовой среды. Кривые 0–
3 относятся к тем же сечениям, только в этом случае грунта, х = 0, 5, 10 и 15 м. Как видно 
из рис. 9, амплитуды волн напряжений с расстоянием в грунте не меняются. Изменение 
силы взаимодействия на значения амплитуды напряжений в грунте не влияет в силу соот-

ношения (17). Очевидно, что в случае S
N N const    результаты расчетов по динамиче-

ской и по волновой теориям совпадают. Однако в динамической теории абсолютное сме-
щение грунта считается известным и задается заранее. В расчетах по динамической тео-
рии весь вопрос состоит в том, насколько точно можно задавать изменением абсолютных 
смещений грунта ug (t) в каждой точке поверхности контакта подземного трубопровода с 
грунтом. По волновой теории, чтобы снять этот вопрос, функция изменения абсолютного 
смещения грунта ug (t) определяется из решения уравнения движения грунта. Это естест-
венно повышает точность полученных результатов и их достоверность. 
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Теперь рассмотрим случай, когда в законах взаимодействия (24) S D
N N N const     , 

т.е. нормальное к внешней поверхности трубопровода давление является переменной 
( 0D

N ). 
Изменения напряжения по времени в фиксированных сечениях трубопровода х = 0, 

5, 10 и 15 м, относящихся к результатам расчетов, когда σN≠const, приведены на рис.10. 
(кривые 0–3). Здесь по сравнению со случаем, когда σN=const (см. рис.2 и 8), наблюдается 
качественно иная картина. Так, амплитуды напряжения в рассматриваемых сечениях тру-
бопровода все время растут. Количественно же они отличаются примерно в два раза, чем 
на рис.2 и 8. Увеличение максимальных значений напряжений в сечениях трубопровода 
здесь – это только следствие учета динамической составляющей нормального давления 

D
N gK   , где значение коэффициента бокового давления равнялось Kσ=0.3. 

 
Рис. 10. Характер изменения напряжения по времени в сечениях трубопровода при σN≠const и  x=5, 10, 15 м 

 
Рис. 11. Расчетные зависимости касательного напряжения от времени при σN≠const  и x=5, 10, 15 м 

 

Механизм увеличения амплитуды напряжений в сечениях трубопровода с увеличе-
нием значений нормального давления объясняется следующим образом. Согласно соот-
ношениям закономерности взаимодействия (24), увеличение σN приводит к увеличению   
на поверхности контакта трубопровода с грунтом (рис.11). Кривые 1–3 здесь относятся к 
тем же сечениям трубопровода х=5, 10 и 15 м. По сравнению со случаем, когда σN=const 
(см. рис.6), значения касательных напряжений при σN≠const увеличиваются в 2–2.5 раза 
(см. рис.11). Так как в этих случаях касательное напряжение является активной силой, 
следовательно, в сечениях трубопровода напряжение увеличивается. 

Однако увеличение значений продольных напряжений в сечениях трубопровода не 
происходит безгранично, как это наблюдается на рис.10. 

На рис.12 приведены изменения значений напряжения в сечениях трубопровода 
х=30, 60 и 90 м (кривые 4, 5 и 6). Как видно из рис.12, амплитуда продольных напряжений 
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в сечениях трубопровода стремится к установлению. Значение напряжений при х = 30 м 
σmax =22.5 МПа, при х = 60 м σcmax =26.5 МПа, а при х = 90 м σcmax =27 МПа. 

 
Рис. 12. Изменение напряжения по времени в сечениях трубопровода при х = 30, 60, и 90 м и учете σN

D 
 

Результаты расчетов показали, что в дальнейших сечениях трубопровода амплитуда 
напряжений не меняется и устанавливается при σmax=27 МПа. Это значение напряжения 
примерно в 3 раза больше, чем со случаем σN=const (см.рис.2 и 8). Расчеты также показы-
вают, что значения этих напряжений в подземном трубопроводе при σmax=0.5 МПа практи-
чески не зависят от нагрузки, действующей на торец трубопровода при x=0. Когда при x=0 
приняты граничные условия (29), значения этих напряжений практически не изменялись. 

Значения продольных напряжений при Газлийском землетрясении, согласно данным 
работы [5], для магистральных подземных трубопроводов равняется σcmax = (36.5–85) МПа. 

Исходя из этого, можно утверждать, что полученные нами расчетные значения про-
дольных напряжений на 25 % меньше, чем напряжение у нижней границы, наблюдаемое 
во время землетрясений в трубопроводах. В расчетах исходные данные задачи совпадают 
с данными Газлийского землетрясения. Однако необходимо отметить, что при σN=const 
значения амплитуды напряжений в трубопроводе получаются существенно заниженными: 
σcmax=9 МПа (см. рис.2 и 8), что в четыре раза меньше, чем фактические. Поэтому видно, 
что учет динамической составляющей нормальной к внешней поверхности напряжения 
приводит к более точному определению продольных напряжений в подземном трубопро-
воде. 

При σN ≠ const зависимости τ(u), как показывают результаты расчетов, являются су-
щественно сложными. При σN ≠ const по траекториям τ(u) заранее очень сложно опреде-
лить и оценить вид закона взаимодействия. Тем более эти закономерности для различных 
точек поверхности контакта трубопровода с грунтом различны. Это подтверждает пра-
вильность рассматриваемого в настоящей статье подхода, т.е. закономерности взаимодей-
ствия являются локальными, и они должны определяться в каждой точке внешней по-
верхности подземного сооружения и грунта в процессе решения задачи. Далее в расчетах 
они проявляются соответственно исходным данным задачи, исходя из самой природы ди-
намического процесса взаимодействия. 

Результаты вышеприведенных расчетов показывают, что учет динамической состав-
ляющей нормального давления приводит к новым качественным и количественным ре-
зультатам. В настоящей статье рассмотрено действие на подземный трубопровод плоской 
продольной сейсмической волны с частотой 50 с-1. Результаты расчетов показали, что 
уменьшение частоты сейсмической волны приводит к еще более существенному увеличе-
нию максимального значения продольных напряжений в подземном трубопроводе. Это 
является предметом дальнейших исследований, как и определение и оценка значений про-
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дольных напряжений в трубопроводе, пикового касательного напряжения и проявления 
полного цикла процесса взаимодействия.   

 

7.  Заключение 
На основе критического анализа существующих теорий сейсмостойкости подземных 

трубопроводов раскрыти преимущества и недостатки: 
1. Упрощенная теория сейсмостойкости подземных трубопроводов основана на не-

верной гипотезе о равенстве продольных деформаций окружающего трубопровод грунта и 
трубопровода. По этой теории для рассматриваемого трубопровода значение продольного 
напряжения по расчетам равняется 54.6 МПа. В этом случае из-за существенных дефор-
маций грунта, которая затем приводит к деформации трубопровода, продольная напряже-
ния в трубопроводе получается, естественно, повышенной. 

2. Основным недостатком динамической теории сейсмостойкости подземных трубо-
проводов является игнорирование динамических напряженных состояний в грунтовой 
среде при распространении сейсмической волны в грунте, окружающей трубопровод. 
Следующим недостатком динамической теории является не точный, приближенный учет 
перемещения грунтовой среды, в которой расположен подземный трубопровод. В дина-
мической теории перемещение грунта считается известным и задается. Это приводит к 
определенным неточностям. Здесь эти недостатки динамической теории устранены и пе-
ремещения грунта в каждой точке внешней поверхности определяются из решения волно-
вой задачи для грунтовой среды. С такими улучшениями по динамической теории значе-
ние максимального продольного напряжения в трубопроводе равно 9 МПа, что в шесть 
раз меньше, чем по упрощенной теории. 

3. Значение максимального продольного напряжения в подземном трубопроводе по 
волновой теории равно 27 МПа. Это в три раза больше, чем по динамической теории. Ре-
зультаты расчетов волновой теории и динамической теории отличаются на 300%. Так как 
в случае волновой теории постановка задачи является более точной, можно утверждать, 
что динамическая теория при определении продольного напряжения в подземном трубо-
проводе допускает 300%-ную ошибку в сторону уменьшения. Это обстоятельство показы-
вает несостоятельность динамической теории в расчетах сейсмических напряжений в под-
земных трубопроводах. Упрощенный метод дает 200%-ную ошибку в сторону увеличения 
продольного напряжения в подземном трубопроводе.  

4. Полный процесс взаимодействия включает стадии нелинейных изменений силы 
взаимодействия (трения) проявлением его пикового значения (кинематический закон) и 
Кулоновского трения. Анализом этих стадий взаимодействия подземных трубопроводов с 
грунтом при сейсмических воздействиях показано, что в расчетах необходимо использо-
вать законы взаимодействия, учитывающие полный процесс взаимодействия, наблюдае-
мый в экспериментах, как единый закон взаимодействия подземных трубопроводов с 
грунтом. 

5. На основе анализа полученных численных решений, поставленных связанных за-
дач волновой теории сейсмостойкости подземных трубопроводов раскрыты механизмы 
возникновения продольных напряжений в подземных трубопроводах при сейсмических 
воздействиях, где главным фактором является сила взаимодействия (трение) между тру-
бопроводом и окружающим его грунтом. За счет разности деформационных характери-
стик материала трубопровода и грунта сила взаимодействия от силы сопротивления (пас-
сивной силы) превращается в движущую силу (активную силу), что приводит к увеличе-
нию продольного напряжения в подземном трубопроводе.  

6. Результатами расчетов установлено, что учет динамического нормального к 
внешней поверхности подземного трубопровода напряжения (давления) приводит к мно-
гократному увеличению продольного напряжения в подземном трубопроводе. Учет дина-
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мического сейсмического давления на подземный трубопровод является возможным толь-
ко в рамках волновой теории сейсмостойкости подземных трубопроводов. 

7. Анализ постановок задач по определению продольных напряжений в подземных 
трубопроводах показывает, что выявленных факторов, определенных в экспериментах и 
обследованием последствий сильных землетрясений, в наиболее полном объеме учитыва-
ет волновая теория. Это дает основание считать результаты расчетов по волновой теории 
наиболее достоверными по сравнению с динамической теорией сейсмостойкости подзем-
ных трубопроводов. 
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Султанов К.С. Ер ости қувурларининг сейсмик мустаҳкамлиги назарияларини қиёсий таҳлили 
Аннотация. Ер ости қувурларининг сейсмик мустаҳкамлиги назарияларини солиштирма таҳлили 

асосида қувурлардаги бўйлама кучланишлар соддалаштирилган динамик ва тўлқин назариялари орқали 
аниқланди. Ҳисоблаш натижалари асосида кўриб чиқилган назарияларнинг афзаллик ва камчиликлари 
кўрсатилди. Динамик ва тўлқин назарияларининг асоси бўлган ер ости қувури ва грунтнинг ўзаро бўйлама 
таъсири қонунлари таҳлил қилинди. Ер ости қувурининг грунт билан ўзаро таъсир кучи, уларнинг нисбий 
силжишига боғлиқ бўлган кинематик типдаги қонуни билан, Кулон қонуни ягона ўзаро таъсир қонунининг 
иккинчи босқичи эканлиги исботланган. Ушбу ягоналикни ҳисобга олмаслик, қувурнинг бўйлама сейсмик 
кучланишини аниқлашда қўпол хатоликларга олиб келиши кўрсатилган. 

Калит сўзлар: ер ости қувури; грунт мухити; ўзаро таъсир қонунлари; сейсмик мустаҳкамлик 
назариялари; тўлқин назарияси. 
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Sultanov K.S. Comparative analysis of the theory of seismic resistance of underground pipelines 
Abstract. On the basis of the analysis of existing theories of seismic resistance, longitudinal seismic stresses 

in underground pipelines were determined according to a simplified, dynamic and wave theory. The advantages and 
disadvantages of the considered theories of seismic resistance are shown based on the results of calculations. The 
laws of longitudinal interaction of an underground pipeline with soil medium are analyzed; these laws are neces-
sary for determining seismic stresses according to dynamic and wave theories. The unity of the law of interaction 
(friction) of the kinematic type, where the force of interaction depends on the pipe motion relative to soil and the 
Coulomb friction law, is proved. It is noted that ignoring the unity of these laws leads to significant errors in the 
values of longitudinal seismic stresses. 

Keywords: underground pipelines; soil medium; laws of interaction; theories of seismic resistance; wave 
theory. 
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ИЗГИБ И КОЛЕБАНИЯ ТРЕХСЛОЙНЫХ ПЛАСТИН С ТОЛСТЫМ 
СЖИМАЕМЫМ ЗАПОЛНИТЕЛЕМ 
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Аннотация. Статья посвящена усовершенствованию теории трехслойных пластин с сжимаемым в 

поперечном направлении заполнителем и тонкими внешними слоями. Для внешних слоев принимается гипо-
теза Кирхгоффа–Лява. В отличие от несущих слоев в заполнителе, кроме сил и моментов, появляются би-
моменты за счет учета нелинейности закона распределения перемещения и напряжения. Приведены вы-
ражения силовых факторов, уравнения движения и граничные условия трехслойной пластины. 

Ключевые слова: пластина; оболочка; изотроп материал; анизотроп материал; изгиб трехслойных 
пластин. 

 
Введение. Среди многочисленных объектов изучения механики твердого деформи-

руемого тела особое место занимают трехслойные пластины и оболочки, которые нашли 
свое внедрение в машиностроении, авиастроении, кораблестроении, приборостроении и 
строительстве. Разработка теории и методики расчета трехслойных пластинчатых и обо-
лочечных конструкций при изгибах и колебаниях под действием различных внешних сил 
является одной из сложных проблем механики деформируемого тела. Динамический рас-
чет трехслойных пластин и оболочек в рамках трехмерной динамической теории упруго-
сти всегда сопряжен с большими научными и техническими трудностями. Исследователи, 
которые занимались построением различных приближенных уточненных теорий и мето-
диками расчета трехслойных пластин и оболочек, пользовались, в основном, рядом упро-
щающих гипотез.  

Разработке теории и расчета трехслойных пластин и оболочек посвящено достаточно 
большое количество опубликованных научных работ. В работах [1, 2] приведен широкий 
обзор работ, посвященных теории и расчету изотропных и анизотропных трехслойных 
пластин и оболочек, в которых с учетом гипотезы ломаной линии обеспечивается непре-
рывность только касательных напряжений в межслойных контактных зонах. 

В работе [3] рассмотрена задача о симметричном изгибе несимметричной по толщи-
не упругой круговой трехслойной пластины с сжимаемым заполнителем. Для тонких не-
сущих слоев приняты гипотезы Кирхгофа. В относительно толстом заполнителе учтены 
поперечный сдвиг, радиальные перемещения и прогиб, который изменяется линейно по 
толщине. Дифференциальные уравнения равновесия в усилиях получены с помощью ва-
риационного метода Лагранжа. Постановка краевой задачи в перемещениях приведена в 
цилиндрической системе координат. Работы [4, 5] посвящены решению задачи собствен-
ных колебаний и определению основной частоты колебаний трехслойной пластины со 
свободными краями, у которой все четыре угла шарнирно закреплены. Определена основ-
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ная частота колебаний трехслойной пластины, закрепленной только в одной центральной 
точке. 

Монография [6] посвящена нестационарным колебаниям слоистых упругих и вязко-
упругих пластин и пологих сферических и цилиндрических оболочек. Статьи [7, 8] по-
священы собственным колебаниям прямоугольной трехслойной пластины для двух вари-
антов граничных условий на ее краях. В обоих случаях два противоположных края пла-
стинки считаются шарнирно закрепленными. А два других края считаются в одном случае 
жестко закрепленными, а во втором случае - свободными от закрепления.  

В работе [9] получены однородные решения уравнений упругих колебаний трех-
слойной пластины при скользящей заделке торцов и идеальном контакте слоев. В работе 
[10] рассмотрены собственные поперечные колебания трехслойных пластин, отличаю-
щихся большим разнообразием форм движения несущих слоев и заполнителя.  

Работы [11] и [12] посвящены теории трехслойных пластин, построенной на основе 
гипотезы ломаной линии и точной теории упругости. Построены уравнения колебания 
внешних слоев и слоя заполнителя, а также граничные условия на краях пластины. В ра-
ботах [13–16] рассмотрены задачи изгиба и колебаний трехслойной пластинки с толстым 
мягким заполнителем, который рассматривается как трехмерное тело. Определены собст-
венные частоты, перемещения и напряжения в слоях и контактных зонах трехслойных 
пластин. Показано, что в частном случае полученные численные результаты хорошо со-
гласуются с результатами точного расчета [12].  

Надо отметить, что на современном этапе развиваются теории и методы расчета 
трехслойных пластин, с использованием теории колебания и изгиба толстых анизотроп-
ных пластин с учетом бимоментов [17, 18] применительно к расчету сейсмостойкости 
многоэтажных зданий и сооружений в рамках континуальной пластинчатой модели.  

На современном этапе развития теории и расчета трехслойных пластин и оболочек 
имеется достаточно большое количество научных работ, опубликованных зарубежными 
авторами [19-27]. В статье [19, 20] исследуется динамическая устойчивость круговых 
трехслойных пластин из композитных материалов с вязкоупругими свойствами. Пред-
ставлено динамическое поведение трехслойных кольцевых пластин из композитного ма-
териала. Пластина нагружается в своей плоскости с быстро увеличивающейся радиально 
сжимающей динамической силой и теряет свою устойчивость.  

В работе [21] на основе теории Миндлина с использованием метода конечных эле-
ментов исследуется динамический изгиб многослойных композитных пластин с сотовым 
заполнителем на упругом основании под действием движущейся периодической нагрузки. 
 В работах [22–24] проведены исследования механического поведения многослой-
ных композитных структур с отрицательным коэффициентом Пуассона с учетом дефор-
мации сдвига в слое сотового заполнителя. Исследованы динамические нелинейные зада-
чи изгиба и колебаний многослойных композитных пластин с сотовым заполнителем с 
помощью аналитических методов.  

Статья [25] посвящена точному аналитическому подходу к анализу свободных коле-
баний слоистых композитных и многослойных пластин на упругом основании на базе 
теории пластин с четырьмя неизвестными переменными. Авторы работы [26] разработали 
уточненную квазитрехмерную теорию сдвиговых деформаций для анализа многослойных 
пластин на двухпараметрическом упругом основании Пастернака при термомеханическом 
нагружении. В [27] проведен анализ вынужденных колебаний слоистых композитных 
оболочек, армированных пластинками из наноматериалов, с использованием метода ко-
нечных элементов.  

В данной статье кратко приведены методики построения теории изгиба и колебаний 
трехслойных пластин с толстым сжимаемым в поперечном направлении заполнителем. 
Приводятся основные уравнения движения внешних слоев и слоя заполнителя, а также 
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граничные условия на краях пластины.  
Внешние слои пластины считаем тонкими пластинами, подчиняющимися гипотезам 

Кирхгоффа – Лява, а заполнитель – трехмерным телом. Условимся считать несущие слои 
нижним и верхним слоями, а слой заполнителя – средним. Поля перемещений слоев опи-
сываем относительно прямоугольной декартовой системы координат (x1, x2, z) с началом 
на срединной плоскости заполнителя. Ось (0z) направим по нормали к нижнему слою. 

Предварительный научный анализ существующих уточненных теорий и полученные 
по ним результаты показывают, что принятые упрощающие гипотезы не являются уни-
версальными. Эффективную общую двумерную теорию трехслойных пластин можно по-
строить на основе метода разложения в степенной ряд по одной из координат, направлен-
ной по нормали к пластине. Поэтому необходимо создание новой теории трехслойных 
анизотропных пластин и оболочек в рамках теории упругости с целью повышения точно-
сти решения и достоверности получаемых численных результатов, а также развития тео-
ретических научных фундаментальных исследований. 

Надо отметить, что разработка новой эффективной теории многослойных коробча-
тых конструкций зданий и сооружений, описывающей трехмерное деформирование, явля-
ется важным требованием при строительстве, в машиностроении и авиастроении. Такая 
модель здания ранее не рассматривалась, так как ее выбор и расчет является сложной на-
учной проблемой в области строительной механики и механики деформируемого твердого 
тела. Тематика статьи посвящена решению этой проблемы, что позволит разработать эф-
фективные аналитические и комбинированные аналитико-численные методы исследова-
ния, и алгоритмы решения пространственных задач теории сооружений для многослойных 
коробчатых конструкций. 

В статье предложена теория изгиба и колебаний трехслойных пластин с заполните-
лем, сжимаемым в поперечном направлении [15, 16]. Внешние слои пластины считаем 
тонкими пластинами, подчиняющимися гипотезам Кирхгоффа–Лява. Считается, что мате-
риал заполнителя не подчиняется существующим упрощающим гипотезам и его уравне-
ния движения построены в рамках бимоментной теории толстых пластин [17, 18], разра-
ботанной в рамках трехмерной теории упругости без упрощающих гипотез.  

 

Постановка задачи 
Исходя из общего случая, материалы слоев считаем упругими и ортотропными. Для 

ортотропных несущих слоев упругих материалов введем следующие обозначения: 
)()()( E,E,E 

321  – модули упругости; )()()( G,G,G 
231312  – модули сдвига; 

)()()( ,, 
231312   – коэффициенты Пуассона материала нижнего несущего слоя; 

)()()( E,E,E 
321 – модули упругости; )()()( G,G,G 

231312  – модули сдвига; )()()( ,, 
231312   

– коэффициенты Пуассона материала верхнего несущего слоя;   
E1, E2, E3 – модули упругости; G12, G13, G23 – модули сдвига; v12, v13, v23 – коэффици-

енты Пуассона материала слоя заполнителя; 
H=2h– толщина заполнителя; 2hв, 2hн – толщины несущих слоев; a и b–размеры 

трехслойной пластины в плане. 
Поле перемещения слоев описываем относительно прямоугольной декартовой сис-

темы координат (x1, x2, z) с началом на срединной плоскости заполнителя. Ось (0z) напра-
вим по нормали к первому слою.  

Перемещения верхнего несущего слоя задаем согласно гипотезе Кирхгоффа –Лява в 
виде (–h–2hв≤z≤ – h): 
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Аналогично закон распределения перемещений нижнего несущего слоя представим 
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в виде (h≤z≤h+2hн) 
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Здесь )()( ,  WW – прогибы несущих слоев, )(
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средних плоскостей слоев.  
Введем обозначения для перемещения контактных зон между слоями. Перемещения 

контактных зон z=h и z= –h между несущими слоями и заполнителем обозначим 
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(2) должны удовлетворять условиям непрерывности на поверхностях сопряжений z=h и 
z= – h: 
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Пусть трехслойная пластина нагружена распределенными внешними поверхностны-
ми касательными )(
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деформации слоев на поверхностях z=h и z=+h возникнут распределенные контактные 
напряжения      
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Продольные и тангенциальные усилия нижнего несущего слоя определяются через 
неизвестные функции перемещений точек срединной поверхности нижнего несущего 
слоя: )()( U,U 
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где )()()()( S,B,B,B 
12122211 – цилиндрические жесткости при растяжении и сжатии нижнего 

несущего слоя из ортотропного материала. 
Изгибающие и крутящие моменты нижнего несущего слоя определяются через неизвестные 

функции прогиба точек нижнего несущего слоя W(+) в виде 
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где )(
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11 ,,,  CDDD  – цилиндрические жесткости нижнего несущего слоя из орто-
тропного материала при изгибе. 

Перерезывающие силы нижнего несущего слоя определяем по формулам 
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Продольные и тангенциальные усилия верхнего несущего слоя )(
kjN определяются 

через неизвестные функции перемещений точек срединной поверхности нижнего несуще-
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где )()()()( S,B,B,B 
12121111 – цилиндрические жесткости верхнего несущего слоя из орто-

тропного материала при растяжении и сжатии. 
Изгибающие и крутящие моменты верхнего несущего слоя имеют выражения 

,,

,

21

)(2

1212
)(

122
2

)(2

222
1

)(2

1222
)(

22

2
2

)(2

122
1

)(2

1111
)(

11

1
xx

W
СzdzM

x

W
D

x

W
DzdzM

x

W
D

x

W
DzdzM

h

hh

h

hh

h

hh

нн

н
















































 (9) 

где )()()()( C,D,D,D 
12121111 – цилиндрические жесткости верхнего несущего слоя из орто-

тропного материала при изгибе; W(–)– неизвестные функции перемещений и прогибов то-
чек срединной поверхности верхнего несущего слоя. 

Перерезывающие силы верхнего несущего слоя определяем по формулам 
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Введем следующие обозначения для внутренних силовых факторов пластины. Полу-
суммы внутренних продольных и касательных усилий и моментов обозначим в виде 
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Полуразности внутренних продольных касательных усилий определяют сдвиговые 
моменты в виде 

         .,j,i,QQQ~,MMM~,NNP~ )(
i

)(
iiijijijijijij 21333     (12) 

Введем следующие обобщенные контактные напряжения с помощью контактных 
напряжений, определяемых в виде  
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Полусуммы и полуразности внешних касательных напряжений обозначим в виде 
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Уравнения движения несущих слоев относительно продольных и сдвиговых усилий 
получены в виде 
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Здесь ρн, ρв – плотности несущих слоев. 
Уравнения движения несущих слоев, полученные за счет поперечного обжатия за-

полнителя, получены в виде 
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Уравнения движения несущих слоев относительно сдвиговых моментов имеют вид 
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Уравнения движения изгибных колебаний несущих слоев получены в виде 
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Используя закон распределения перемещений несущих слоев (1), (2) и условия не-
прерывности перемещений (3), (4) в зоне соприкосновения слоев z=+h и z= –h, получим 
выражения: 
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Заполнитель рассмотрим как трехмерное тело [17, 18], нагруженное поверхностны-
ми напряжениями )(

3
)(

1
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1 ,,  qqq  и )(
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1 ,,  qqq , материал которого подчиняется 

обобщенному закону Гука:   
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где E11, E11,…, E33 – упругие константы, определяемые через коэффициенты Пуассона и 
модули упругости, которые приведены в [17, 18]; G12, G13, G23 – модули сдвига материла 
заполнителя. 

В отличие от классической теории пластин компоненты вектора перемещения опре-
деляются в виде функций трех пространственных координат и времени u1(x1,x2, z, t), 
u2(x1,x2, z, t), u3(x1,x2, z, t). Компоненты тензора деформации определяются соотношениями 
Коши.  

Компоненты вектора перемещения разлагаем в ряд Маклорена в виде [17, 18]: 
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где m
k

m AB ,)(  – неизвестные функции двух пространственных координат и времени.  
Отметим, что движения точек заполнителя в рамках бимоментной теории пластин [17, 18 ] 
описываются двумя задачами. 

Для описания первой задачи введем силы и бимоменты с помощью девяти неизвест-
ных функций Wruu ,, ,,,,,, 212121  , которые определяются следующими 
соотношениями: 
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Для описания второй задачи введем силы, моменты и бимоменты с помощью девяти 
неизвестных функций Wruu

~
,~,~,

~
,

~
,~,~,~,~

212121  , которые определяются по следующим 
формулам: 
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Силы и бимоменты первой задачи определяются по формулам  
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Уравнения движения симметричной задачи толстого заполнителя пластины, постро-
енные в [15, 16] относительно внутренних сил и бимоментов (26) – (28), имеют вид: 
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Система из шести дифференциальных уравнений движения (29) содержит девять не-
известных функций Wruu ,, ,,,,,, 212121  . 

Вторая задача описывается уравнениями относительно сил, моментов и бимоментов, 
определяемых соотношениями  
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Уравнения движения асимметричной задачи толстого заполнителя пластины [15, 16] 
относительно изгибающих, крутящих моментов, перерезывающих сил и относительно 
продольных, поперечных бимоментов (30), (31) запишутся в виде 
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Система из шести дифференциальных уравнений движения (32) включает девять не-
известных функций Wruu

~
,~,~,

~
,

~
,~,~,~,~

212121  .  
В итоге с учетом восьми членов рядов Маклорена (20) и (21) получаем выражения 

контактных напряжений. Для симметричной задачи имеем уравнения относительно кон-
тактных напряжений через неизвестные обобщенные функции 
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А для асимметричной задачи имеем уравнения относительно контактных напряже-
ний через неизвестные обобщенные функции Wuu
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Таким образом, построены выражения (33) и (34) контактных напряжений переме-
щения симметричной и асимметричной задач теории трехслойных пластин.  

Уравнения движения несущих слоев (15), (16) с уравнениями движения заполнителя 
(29) и уравнения движения несущих слоев (17), (18) с уравнениями движения заполнителя 
(32) с учетом выражений (33), (34) составляют совместные системы уравнений движений 
точек слоев трехслойной пластины относительно неизвестных обобщенных перемещений, 
определяемых формулами (22) – (25).  

Граничные условия задачи задаются относительно обобщенных перемещений (22) –
(25), или относительно силовых факторов (11), (12) и (26) – (28), (30),(31), в зависимости 
от условий поставленных задач. 

Если на крае пластины перемещения равны нулю, то имеем: 
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Если край пластины свободен от опор, то граничные условия имеют следующий вид: 
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Если край пластины оперт, то имеем граничные условия в виде 
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Если край пластины оперт и отсутствует перемещение по направлению к касатель-
ному контуру, то имеем следующие граничные условия: 
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Таким образом, созданы теория и методика расчета трехслойных пластин с сжи-
мающим пространственным заполнителем. Отметим, что предлагаемая теория трехслой-
ных пластин построена с высокой точностью и составляет методику расчета трехслойной 
пластины при воздействии статических и динамических нагрузок, а также является осно-
вополагающей при построении динамической континуальной слоистой пластинчатой мо-
дели многоэтажных зданий и способна учитывать их слоистую и дискретную структуру.  

Максимальные напряжения точек верхней лицевой поверхности слоя заполнителя 
z= – h определяем по следующей формуле: 
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Максимальные напряжения точек нижней лицевой поверхности слоя заполнителя 
z=+h определяем по следующей формуле: 
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Используя выражения касательных напряжений в срединной плоскости   заполните-
ля [17, 18], получим выражения  
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Поперечный изгиб трехслойных пластин 
Предположим, что все края прямоугольной трехслойной пластины оперт и отсутст-

вует перемещение по направлению к касательному контуру. Тогда имеем следующие гра-
ничные условия: 
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при 02 x и bx 2 : 
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Аналитическое решение задачи изгиба трехслойных пластин, удовлетворяющее гра-
ничным условиям на краях пластин (42) и (43), будем искать в виде тригонометрических 
функций.  

Для слоя заполнителя решение уравнения, описывающее растяжение-сжатие с уче-
том поперечного обжатия пластины (29) и (33), запишется в виде 
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Для слоя заполнителя решение уравнения, описывающее поперечный изгиб с учетом 
поперечного сдвига и обжатия пластины (32) и (34), запишется в виде 
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Решение уравнения (15), (16), описывающее растяжение–сжатие несущих слоев, за-
пишется в виде 
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Решение уравнения (17), (18), описывающее поперечный изгиб и взаимное смещение 
несущих слоев, запишется в виде 
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где 9821

~
,

~
,...,, CCCC  – неизвестные постоянные. 
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Неизвестные постоянные 9821

~
,

~
,...,, CCCC  определяются подстановкой решения (44) 

– (47) в уравнения равновесия несущих слоев (16), (17), (18), (19) и  в уравнения равнове-
сия слоя заполнителя (29), (32) с учетом выражений (33) и  (34). 

Целью исследования является определение и оценка максимальных напряжений 
внешних слоев и слоя заполнителя, а также контактных касательных и нормальных на-
пряжений.  

Расчеты выполнены для трехслойных пластин симметричного строения при сле-
дующих численных значениях параметров. Коэффициенты Пуассона слоев принимались 
равными: 3.031

)(

21

)(

21    . Отношение толщины несущих слоев к толщине заполните-

ля принято следующим: hн/h =0.4 и отношения толщины трехслойной пластины к размеру 
пластины в плане H0/a =1/3 (здесь H0 – общая толщина трехслойной пластины). 

В табл. 1 и 2 приведены полученные численные результаты задачи изгиба трехслой-
ной пластины соответственно для  трех значений коэффициента Пуассона несущих слоев 

40032021 .;;.)(  при .G/G )( 101312   

В табл. 1 приведены максимальные значения безразмерных напряжений 

0
)(

110
)(

11 /и/ qq    и прогибов HqEWHqEW 0

)(

0

)( /и/   на верхнем и нижнем слоях 

трехслойной пластины соответственно.  
Анализ численных результатов показал, что напряженно-деформированное состоя-

ние слоев трехслойной пластины существенно зависит от значений коэффициента Пуас-
сона несущих слоев. С увеличением коэффициента Пуассона )(

21
  значительно увеличи-

ваются нормальные напряжения, а прогибы в обоих несущих слоях, наоборот, уменьша-
ются. 

Таблица 1 
Максимальные значения напряжения и прогиба несущих слоев 

)(
21
  0

)(
11 / q  HqEW 0

)( /
 0

)(
11 / q  HqEW 0

)( /
 

0.2 -6.693 9.612 6.804 9.197 
0.3 -7.402 9.011 7.599 8.603 
0.4 -8.301 8.502 8.402 8.024 

 

Следует отметить, что напряжения σ11 верхнего слоя сжимающие, а напряжения 
нижнего слоя – растягивающие и они по значению отличаются друг от друга. Расчеты по-
казывают, что увеличение механических параметров )(

21

  приводит к существенному 
уменьшению прогибов несущих слоев. Прогибы верхнего и нижнего несущего слоев от-
личаются друг от друга до 20%. 

В табл. 2 приведены значения контактных касательных напряжений σ13 и нормаль-
ных напряжений σ33 в верхней и нижней контактных зонах слоев, а также касательные 
напряжения и прогиб в срединной плоскости заполнителя. Как видим, изменение коэф-
фициента Пуассона несущих слоев мало влияет на значения контактного касательного σ13 
и нормального напряжения σ33, но существенно влияет на прогиб. 

 Таблица 2 
Максимальные значения напряжения и прогиба слоя заполнителя 

)(
21
  0

)(
13 / q  0

)(
33 / q  0

)(
13 / q  0

)(
33 / q  0

)0(
13 / q  HqEA 00 /  

0.2 0.923 1.162 0.981 -0.168 0.981 9.403 
0.3 0.920 1.165 0.979 -0.171 0.972 8.889 
0.4 0.917 1.169 0.971 -0.174 0.963 8.342 

 

Следует отметить, что для трехслойных пластин важную роль играют контактные 
касательные σ13 и нормальные σ33 напряжения, а также напряжения в срединной плоско-
сти заполнителя.  
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Следует отметить, что на напряженно-деформированное состояние трехслойной 
пластины существенно влияют значения отношения его геометрических размеров H0/a. 
Отметим, что с уменьшением относительной толщины увеличиваются значения нормаль-
ного напряжения внешних слоев σ11, контактное касательное напряжение σ13 и прогибы 
всех слоев.  

Если учесть, что жесткость заполнителя мала, то можно заметить, что при таких 
контактных напряжениях, превышающих в несколько раз значения внешних нагрузок, 
трехслойные пластины расслаиваются и выходят из строя.  

Сопоставляя полученные численные результаты при изгибе трехслойных пластин c 
результатами, приведенными в [12], можно убедиться, что значения нормальных напря-
жений внешних слоев и касательных напряжений в срединной плоскости заполнителя 
совпадают с высокой точностью. Расхождения результатов двух расчетов составляют 
примерно 1 – 1.5%.  

Расчеты показывают, что максимальные значения касательного контактного напря-
жения существенно изменяются с изменением механико-геометрических параметров пла-
стины. С уменьшением отношения толщины заполнителя к размеру пластины резко уве-
личиваются значения касательного напряжения при всех значениях параметров. Для пла-
стин с заполнителем средней толщины, т.е. H/a≤0.1, значения касательного напряжения 
примерно в 2-3 раза больше, чем значения внешней нагрузки, что может привести к рас-
слоению трехслойной пластины. Увеличение толщины заполнителя приводит к резкому 
уменьшению касательного контактного напряжения между слоями. Для трехслойных пла-
стин это явление может привести к сближению внешних слоев, что не отвечает требова-
ниям для обеспечения прочности. Нужно отметить, что учет растяжения и сжатия средин-
ной поверхности заполнителя играет существенную роль при определении контактных 
напряжений. Отметим, что изменения значений коэффициента Пуассона заполнителя не 
приводят к существенному изменению напряжений. В срединной плоскости заполнителя 
напряжения σ11 σ12 и σ22 принимают незначительные значения. Поэтому их значения не 
приводятся.  

 

Свободные колебания трехслойной пластины с толстым заполнителем 
Приведем решение задачи собственных изгибно-сдвиговых колебаний трехслойной 

пластины с ортотропным заполнителем симметричного строения. Уравнения движения 
слоев трехслойных пластин запишутся уравнениями движений несущих слоев (16), (17), 
(18), (19) и слоя заполнителя (29), (32) с учетом выражений (33) и (34).  

В качестве граничных условий принимаются условия свободного опирания по всем 
краям пластины (38). Приводим граничные условия задачи собственного колебания трех-
слойных пластин симметричного строения. На двух противоположных краях трехслойной 
пластины x1=0, x1=a имеем условия 
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На других двух противоположных краях трехслойной пластины x2=0, x2=b должны 

выполняться граничные условия 
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Аналитические решения уравнений собственных колебаний, удовлетворяющие гра-

ничным условиям (48) и (49), запишутся в следующем виде: 
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а для заполнителя решение имеет вид 
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где m, n – число полуволн по размерам пластины в плане; ω и β – собственная частота и 
фаза колебания.  

Подставляя решения (50) и (51) в систему уравнений (17), (18) и (32) с учетом выра-
жений (34), получим частотное уравнение относительно безразмерной частоты 
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Безразмерные параметры заполнителя приняты равными [13, 14]: E11/G13=4; v21=0.4; 
v31=0.1; hн/h=0.05; H/a=1/3=0.4; hρ/hнρн=1.5. Расчеты производились для квадратной трех-
слойной пластины с трансверсально-изотропным заполнителем при различных значениях 
отношения 133 G/Е )(  .  

В табл. 3 приведены значения безразмерной собственной частоты p0 для различных 
значений механико-геометрических параметров трехслойной пластины.  

Таблица 3 
Значения безразмерной собственной частоты р0 при hρ/hнρн =1.5 

133 G/Е )(   
n 

250.00 500.00 1000.0 

1 0.256 0.274 0.284 
2 0.633 0.671 0.711 
3 1.227 1.342 1.4201 
4 2.012 2.311 2.452 
5 3.031 3.498 3.861 
6 4.122 4.989 5.645 

В первом столбике табл. 3 показаны значения n при m=1 соответственно. В осталь-
ных ее столбцах приведены первые 6 наименьших значений собственной частоты для трех 
значений отношения 133 G/Е )(  . 

Заметим, что геометрические размеры трехслойной пластины также существенно 
влияют на значения собственной частоты. С уменьшением относительной толщины за-
полнителя H/a собственная частота резко уменьшается. Изменение относительной толщи-
ны несущих слоев h/hн приводит к пропорциональному изменению собственной частоты.  

Достоверность полученных численных результатов подтверждается сравнением с 
результатами, полученными авторами данной статьи в [13, 14]. 
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Усаров М.К., Усаров Д.М. Қалин сиқилувчан тўлдирувчили уч қатламли пластиналарнинг эгили-
ши ва тебранишлари 

Аннотация. Мақола юпқа ташқи қатламли ва кўндаланг йўналишда сиқилувчи тўлдирувчили уч 
қатламли пластиналар назариясини такомиллаштиришга бағишланган. Ташқи қатламлар учун Кирхгофф-
Ляв гипотезаси қабул қилинган. Ташқи қатламлардан фарқли равишда, тўлдирувчи қатламда куч ва 
моментлардан ташқари, кўчиш ва кучланишларнинг нозиқли ўзгариши ҳисобига бимоментлар ҳам пайдо 
бўладаи. Уч қатламли пластина  куч факторларининг ифодалари, ҳаракат тенгламалари ва чегаравий 
шартлари келтирилган. 

Калит сўзлар: пластинка; қобиқ;  изотроп материал; анизотроп материал; уч қатламли 
пластинканинг эгилиши.  

 
Usarov M.K., Usarov D.M. Bending and vibration of three-layer plates with thick compressible filler 
Abstract. The study is devoted to improving the theory of bending and vibrations of three-layer plates with a 

transverse compressible filler and thin outer layers. For the outer layers, the Kirchhoff-Love hypothesis is accepted. 
In contrast to the bearing layers, the filler (besides forces and moments) is subjected to the bimoments, which ap-
pear due to the nonlinearity of the law of distribution of displacement and stress. Expressions of force factors, equa-
tions of motion, and boundary conditions of a three-layer plate are given. 

Keywords: plate, shell, isotropic material, anisotropic material, bending of three-layer plates. 
 

УДК 539.3 

О РАЗРЕШИМОСТИ ИНТЕГРАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ В ТЕОРИИ ПЛАСТИЧНОСТИ 

Адилов Ф.Ф., Абиров Р.А. 
 Институт механики и сейсмостойкости сооружений им.М.Т.Уразбаева  АНРУз, Ташкент, Узбекистан 

E-mail: rustam_abirov@mail.ru  

Аннотация. В статье описаны условия, налагаемые на весовые функции и определяющие соотноше-
ния пластичности для существования и единственности решения граничного интегрального уравнения. 
Предложены определяющие соотношения на основе гипотезы компланарности в рамках теории упругопла-
стических процессов Ильюшина. 

Ключевые слова: пластичность; интегральные уравнения; начальные деформации. 

1. Введение 
Достижения в области экспериментальной механики дают исследователям поле для 

более точных описаний процессов деформирования материалов в макробъёме. Создано 
десяток теорий, описывающих упругопластическое поведение материалов на основе раз-
личных экспериментов с различными материалами. Однако эффективность инженерных 
разработок существенно повышается, если использовать порой вместо экспериментов ме-
тоды и возможности математического моделирования и вычислительного эксперимента. 

Известно, что при моделировании и решении краевых задач во многом неопределён-
ность в системе уравнений, описывающих краевые задачи механики сплошных сред, су-
ществует в физических уравнениях. В пластичности при численном моделировании, как 
правило, используют математические теории. Физические теории пока не нашли своего 
широкого применения в расчетах инженерных конструкций. 

Любая модель останется «мёртвой», если на ее основе невозможно будет решать 
прикладные задачи. В данной статье рассмотрены условия разрешимости уравнений, опи-
сывающих поведение материала, полученных в рамках метода граничных интегральных 
уравнений. В качестве основы для определяющих соотношений предлагается гипотеза 
компланарности в рамках теории упругопластических процессов Ильюшина. Рассматри-
ваются общая постановка задачи, а также ограничения на весовые функции и на функцио-
налы, входящие в соотношения рассматриваемого аппроксимирующего соотношения. 

 

2. Материалы и методы 
Теория упругопластических процессов позволяет моделировать широкий класс оп-

ределяющих соотношений пластичности, в том числе с использованием эксперименталь-
ных данных при сложном нагружении. Во многом гибкость этой теории при создании оп-
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ределяющих соотношений выявляет жизнеспособность этого подхода наряду с принципом 
градиентальности. В данной статье рассмотрена постановка задачи теории пластичности 
на основе метода интегральных уравнений и определены условия, при которых уравнение 
имеет единственное решение. Рассмотрение граничного уравнения, изначально основан-
ного на решении задач теории потенциала, во многом является альтернативой вариацион-
ному методу, на основе которого построен метод конечных элементов. Метод граничных 
интегральных уравнений позволяет рассматривать условия на бесконечности, а также 
снижать размерность решаемой  задачи на единицу. Но вместе с этим возникают и мате-
матические трудности при ее реализации. Далее будет рассмотрено граничное интеграль-
ное уравнение прямого метода граничных элементов в начальных деформациях. Сущест-
вующие иные подходы в начальных напряжениях или переменных массовых сил не рас-
сматриваются в материалах данной статьи. 

3. Постановка задачи 
Рассмотрим постановку задачи теории пластичности с использованием метода гра-

ничных интегральных уравнений. В расчетах сплошная среда предполагается изотропной 
и рассматриваются изотермические процессы. 

Тождество Сомильяны, являющееся основой этого подхода, выводится на основе 
уравнений равновесия 

,0,  jjij b                            (1) 

.0 jiji np                            (2) 

Подставляя значения для напряжений в (1) и (2), получим 
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В предположении, что полная деформация состоит из суммы упругой и пластиче-
ской деформаций (хотя это утверждение в общем случае не очевидно), имеем 
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при этом pl
ij  в дальнейшем рассматриваются как начальные деформации. 

Далее полагаем, что разгрузка происходит по упругому закону (это тоже предполо-
жение): 
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Таким образом, получили нелинейный аналог уравнения Ламе–Навье [1–3]. 
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В операторной форме 0


 Buu graddiv
2ν1

G
G . 

Используя формулу Лагранжа для двойного векторного произведения и применяя её 
к оператору Гамильтона, получим 

0))  Buu Grot(rotλ)grad(div(2G                                   (5) 

Уравнение (5) в перемещениях представляют уравнения эллиптического типа. Ус-

ловно его можно представить в векторном виде как .ˆ Bu   

Одним из подходов к их решению является метод, построенный на основе теории 
потенциала [4–5]. 

Как известно, любая гармоническая функция может быть представлена с помощью 
поверхностных потенциалов 
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и выражена через граничные значения с помощью основной формулы Грина для двумер-
ной задачи: 
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Таким образом, решение задачи сводится к решению интегральных уравнений фред-
гольмовского типа. 

Исходя из этого, рассмотрим прямой метод граничных элементов, который базиру-
ется на соотношении, называемом тождеством Сомильяны [6], и которые выражает пере-
мещения в любой точке исследуемого тела через граничные интегралы. 

Тождество Сомильяны для упругости имеет вид [6] 

,)(),()(),()(),()( 










  dxbxudxuxpdxpxuu jijjijjiji                     (7) 

где pj, uj, bj – соответственно усилия, перемещения на границе и напряжения, возникаю-
щие в точке x и j-м направлении под действием единичной сосредоточенной силы в i-м 
направлении; iijj exuu ),(  , iijj expp ),(  – весовые функции. Их, как правило, прини-

мают в качестве элементов матрицы Кельвина–Сомильяны [6]. Уравнения (7) могут быть 
получены с использованием метода взвешенных невязок. Исходя из этого, возможны и 
иные фундаментальные решения или функции для применения в (7). Условия, налагаемые 
к ним, рассмотрим далее. 

Используя процедуру построения граничных интегралов с применением метода 
взвешенных невязок, впервые полученную в работе Мендельсона и описанную в труде [6], 
тождество Сомильяны в виде начальных деформаций на основании уравнений равновесия 
типа Ламе–Навье (1,a) и граничных условий (2,a) запишется в виде 

.














  ddbudupdpuu pl
jkjkijijjijjijj                                 (8) 

Так как уравнение (8) построено с помощью метода взвешенных невязок, то рас-
сматриваемая поверхность может иметь ребра и углы (регулярные по Келлогу и не обяза-
тельно гладкие). Весовые значения ),( xuij 

 , ),( xpij 
  изначально могут быть выбраны лю-

быми функциями, удовлетворяющими условию Гёльдера и имеющими определённую 
гладкость. 
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Для получения граничного интегрального уравнения нам следует устремить в урав-
нении (8) Г, тогда, согласно [6], получим 

.)()()( 














  ddbudpudupuc pl
jkijkjijjijjijjij                              (9) 

В общем случае краевые условия могут быть смешанными, т.е. на части границы Г1 
задаются перемещения, а на части Г2– напряжения (Г = Г1+Г2). 

Решая интегральное уравнение (9), можно найти все неизвестные значения переме-
щений и напряжений на границе тела. Таким образом, определяются перемещения и на-
пряжения по всей границе Г. далее из соотношений (8) находятся перемещения внутри 
всей области и уже на их основе деформации и напряжения. Часть этих интегралов имеют 
сингулярности слабого и сильного характера, которые нужно учитывать при решении 
уравнений. 

4. Существование и единственность решения граничного интегрального уравнения 

Основным вопросом стоит разрешимость граничного уравнения и единственность 
этого решения. Существование и единственность уравнения Фредгольма, налагая опреде-
ленные ограничения на функции [7], можно показать на основе метода сжимающих ото-
бражений [8] из курса функционального анализа. 

Определим x= x (x1, x2,...,xn) как координаты области определения в n-мерном про-
странстве, по сути, это упорядоченная группа из n действительных чисел с метрикой 
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  , составляющая n-мерное арифметическое Евклидово пространст-

во. Множество всех точек x= x (x1, x2,...,xn) обозначим {Ω}. 
Определим функции ui= ui (x1, x2,...,xn) i=1, m, определённые на множестве {Ω}, кото-

рые принимают значения на множестве {N}. Если рассматривать ui как координаты, то 
u=u(u1,u2,...,um)есть множество непрерывных векторных функций {u}, которое образует 
линейное пространство с метрикой 
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торных функций  C N  
  или кратко  C  . 

Лемма. Если последовательность векторных функций 1 2( , ,..., )mu u uu u  в  C   
фундаментальна, то это равносильно равномерной сходимости последовательности век-
торных функций  ku  в смысле метрики в  C  . 

Доказательство этой леммы исходит из критерия Коши для функциональных после-

довательностей  ( 1, )k
iu i m . Так как 
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то отсюда следует равномерная сходимость всех функций iu  к ultimate
iu , т.е. 
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  . Далее имеем ( )ultimate  ku u , где 1 2( , , ..., )ultimate ultimate ultimate ultimate
mu u uu u . 

 
Следствие. Множество  C   является полным. 
Выразим граничное интегральное уравнение в векторной форме. Определим скаляр-

ное произведение как: i iu v u v , тогда имеем: 
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где *
1 1 1, , εσ
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Для 2-й краевой задачи 
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Для смешанной задачи: 
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u,p – известные граничные условия. 

В общем случае можно записать:  
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dpl  – данная величина считается известной и полученной 

по итерационной схеме на предыдущем шаге. 
Так как всякое сжимающее отображение в полном метрическом пространстве имеет 

только одну неподвижную точку, то отобразим множество  C   в себя и найдем условия, 

при которых интегральное уравнение имеет решение. 
Рассмотрим отображение с помощью следующих формул: 
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Решение будет существовать и будет единственным если: 1λ 
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dГdГ gf1- , при 

условии, что оператор L удовлетворяет условию Липшица по аргументу y: 

1 2 1 2( ) ( ) Ly ,Ly y ,y  )()( 2121 y,yLy,Ly   , 0 . 

Утверждение: Решение интегрального уравнения (7) будет единственным и непре-

рывным при выполнении условия λf 
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В трехмерной задаче теории пластичности n=m=3. Интеграл 
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Если в качестве весовых функций используются фундаментальные решения Кельви-
на для пространства (плоскости) или полупространства (полуплоскости) [6]: 
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Здес r – расстояние между точкой , где прикладывается нагрузка и точкой наблю-

дения x. Деформации и напряжения, обусловленные единичной нагрузкой приложенной в 
точке  в направлении i -й оси, имеют следующий вид: 
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Для двумерного случая сингулярность слабо и имеет логарифмический характер: 
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Как видно, интеграл iju d



  существует, если подынтегральная функция выбрана в 

виде фундаментального решения Кельвина. Интеграл 
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dpij существует в смысле глав-

ного значения Коши, так как 
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Интеграл 
Г

dГg  также существует в смысле главного значения Коши. Для гладкой 

поверхности диагональные компоненты матрицы λ-1 имеют значение 2 и для угловых то-
чек и ребер также ограничены.  

В соотношении (10) предполагалось, что рассматриваются малые деформации, удов-
летворяющие соотношениям Коши. Здесь, исходя из гипотезы компланарности, для при-
ращения пластических деформаций имеем 
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Здесь N и P – функционалы в соотношениях гипотезы компланарности; ij
pl

ij  ~,~  –

девиаторы тензоров пластических деформаций и напряжений; σi – интенсивность напря-
жений. Для выполнения условия 
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 ggL(y)                                                (11) 

соответственно налагаются ограничения на величины функционалов N и P. Отсюда можно 
показать, что значение функционала N в некоторой точке траектории деформирования не 
может быть близкой к нулю. То же самое касается и функционала P. В частности, можно 
указать, что при использовании теории малых упругопластических деформаций теории 
Прагера, Прандтля–Pейсса значение функционала P=dσ/dε. При условии идеальной пла-
стичности условия (11) не могут быть выполнены. Это означает, что в данной постановке 
уравнение (9) не имеет решения для идеально пластического материала. 
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Таким образом, выполнение условий существования решения интегрального гра-
ничного уравнения (7) является очевидным для рассматриваемых регулярных гладких 
границ. Следует отметить, что выведенное условие является достаточным для существо-
вания и единственности решения, но не необходимым. 

5. Обсуждение 
Вопрос о допустимости постановки задачи в данном виде остаётся спорным. Она 

предполагает решение задачи на основе уравнения Ламе–Навье, которое, вообще говоря, 
строго для упругих сред. Тем не менее данный подход широко используется в практике 
нелинейных расчётов. Использование метода начальных деформаций при решении задач 
теории пластичности является более предпочтительным с учётом того факта, что он по-
зволяет решать задачи с быстрой сходимостью для «слабоупрочняющихся» материалов. В 
данном контексте предполагается, что сходимость, достигаемая на 2–4-му шаге, позволяет 
идентифицировать материал, как обладающий свойствами упрочнения, позволяющими 
получать приемлемое решение с быстрой сходимостью. Вопрос о степени упрочнения ма-
териалов для достижения достоверного решения остается дискуссионным, требующим 
дальнейшего изучения. 
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УДК 539.3 

ОДНОМЕРНЫЕ ЦИЛИНДРИЧЕСКИЕ СДВИГОВЫЕ ВОЛНЫ В УПРУГОЙ И 
УПРУГОПЛАСТИЧЕСКОЙ СРЕДЕ 

Хусанов Б.Э., Рихсиева Б.Б. 
Институт механики и сейсмостойкости сооружений им.М.Т.Уразбаева АН РУз, Ташкент, Узбекистан 

E-mail: khusanov@mail.ru 

Аннотация. В статье разработана методика численного решения одномерной задачи о распро-
странении цилиндрических сдвиговых волн в упругой и упругопластической грунтовой среде с использовани-
ем метода конечных разностей. Полученные численные результаты представлены в виде графиков. Из по-
лученных результатов выявлено затухание параметров (касательное напряжение, деформация сдвига и 
угловая скорость) распространяющихся цилиндрических волн с расстоянием в упругой и упругопластиче-
ской грунтовой среде. Затухание волн с расстоянием обосновано рассеиванием энергии деформирования на 
расширяющийся цилиндрический слой грунта. В случае нагружения за пределом упругости пластические 
деформации возникают в грунте вблизи приложения нагрузок. Определены границы упругопластического 
деформирования грунта. 

Ключевые слова: грунтовая среда; распространение волн; упругость; пластичность; касательное 
напряжение; сдвиговая деформация 

 
1. Введение 
Проблемы извлечения свай, подземных трубопроводов или бурильных колонн из 

грунта посредством задания крутильных нагрузок (моментов) возникают в области строи-
тельства, бурения нефтяных и газовых месторождений. Такие проблемы, в некоторых 
случаях, решаются путем уменьшения сил взаимодействия и сцепления между грунтом и 
этими объектами (сваи, трубопроводы, бурильные колонны) с помощью вращательного 
движения последних. В этом случае на границе взаимодействия появляются сдвиговые 
напряжения и деформации, и в грунте распространяются сдвиговые волны. Природа рас-
пространения таких волн может влиять на другие объекты, находящиеся в грунте. Поэто-
му исследование распространения сдвиговых волн в грунте можно считать одной из акту-
альных проблем динамики грунтов.  

Природа распространения волн в различных средах широко изучена в эксперимен-
тальных исследованиях [1–5]. Изучены плоские, цилиндрические и сферические волны в 
соответствии с геометрией распространения волн (в соответствии с формой волнового 
фронта). Теоретически одномерные цилиндрические волны рассмотрены в работах [1–2, 
6–7] с использованием метода характеристик для упругих и упругопластических сред [6–
7]. В [8–12] изучено распространение волн в двумерной постановке в упругих и упруго-
пластических телах, их дифракция и отражение. Из решений этих задач было определено, 
что напряжение, деформация, а также амплитуда скоростей, возникающих за фронтом 
волны при распространении продольной волны в упругих средах, сохраняет профиль вол-
ны и не наблюдается затухания волны. Причины возникновения сдвиговых волн и их при-
рода распространения в классическом случае, т.е. в упругих средах, отражены в [13–15]. 
Поглощение продольных волн происходит при учете пластических или вязких свойств 
среды [1–3, 16–18]. При учете вязких свойств уменьшаются значения амплитуды волн от-
носительно расстояния, максимальные значения напряжения и деформации достигаются в 
разное время за счет релаксационных явлений. При исследовании распространения ци-
линдрической волны в грунтах [6–7], когда задается ударная нагрузка, характеристиче-
ские линии являются прямыми, а фронт ударным, и параметры волны имеют разрыв. По-
этому, когда задаются такие условия на границе, решение задач методом характеристик 
является наиболее удобным. Если на границах задается произвольная нагрузка, то гораздо 
сложнее построить решения на характеристических линиях. 

Настоящая статья посвящена исследованию распространения одномерных упругих и 
упругопластических цилиндрических сдвиговых волн в грунтах. Наиболее близкими к 
этой статье являются исследования [5–6, 12]. В [5] рассматривается двумерная упругая 
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задача: из природы распространения цилиндрических волн и отражения от дневной по-
верхности исследуется возможность возникновения аварий подземных трубопроводов. 
Одномерные цилиндрические сдвиговые волны рассмотрены в [6, 12]. В работе [6] иссле-
дуется волны в упругопластической среде методом характеристик, а в [12] допущены не-
которые ошибки в постановке и решении задачи, о чем свидетельствует дискуссия в этой 
статье [19]. Целью этой работы является разработка методики решения, позволяющая 
применить произвольные нагрузки на границе и сложные свойства деформирования, а 
также определение параметров распространяющихся цилиндрических волн в упругом и 
упругопластическом грунте. 

 

2. Постановка задачи 
Предположим, что в безграничной недеформированной среде (грунтовая среда) име-

ется цилиндрическая полость (или находится достаточно протяженное и жестко закреп-
ленное цилиндрическое тело – трубопровод) с радиусом  r=r0 (вид трубопровода с грун-
том показан на рис.1,а). Пусть с начала отсчета времени цилиндрическое тело – трубопро-
вод начинает вращательное движение вокруг своей оси, при этом деформацией трубопро-
вода пренебрегаем, т.е. считаем его абсолютно недеформируемым. Тогда в грунтовой сре-
де начинают распространяться сдвиговые цилиндрические волны, параметры этих волн 
являются осесимметричными относительно оси цилиндрического тела – трубопровода, и 
они зависят только от радиальной координаты и времени, т.е. задача является одномерной 
(рис.1,б).  
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Рис.1. Схематичный вид трубопровода с грунтом: а – пространственный вид трубопровода с грунтом;  

б – вид поперечного сечения трубопровода с грунтом 
 

Таким образом, рассмотрим одномерную задачу в цилиндрической системе коорди-
нат. Уравнение движения грунтовой среды при отсутствии массовых сил в эйлеровом 
представлении имеет вид: 

,
2

2

2

rrdt

ud  



      (2.1) 

где r – радиальная координата; u=u(r, t)=uβ(r, t) – перемещение частиц грунта по цилинд-
рической угловой координате; τ=τ(r, t)=σrβ(r, t) – сдвиговое напряжение грунта по ради-
альной координате. Если принимать во внимание v=du/dt и отсутствие изменения малого 
объема при сдвиге, тогда (2.1) примет вид: 

,
20

rrdt

dv  



      (2.2) 

Для решения уравнения (2.2), где неизвестными являются v(r, t) и τ(r, t), добавим со-
отношение Коши в виде 

.
r

v

r

v

dt

d








 (2.3) 
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Чтобы получить замкнутую систему уравнений, в (2.2) и (2.3) необходимо добавить урав-
нение состояния. В качестве уравнения состояния принимается в зависимости от учета 
свойств деформирования конкретное соотношение. Общий вид определяющего состояния 
грунта: 

.....).,,(  F  (2.4) 

Таким образом, замкнутая система уравнений состоит из уравнений (2.2), (2.3) и 
конкретного вида уравнения (2.4) относительно неизвестных v(r, t), τ(r, t) и γ(r, t). Для ре-
шения задачи о распространении цилиндрических сдвиговых волн принимаем следующие 
начальные условия:  

при  
t=0, r>r0: v(r, 0)=0, τ(r, 0)=0, γ(r, 0)=0 (2.5) 

и граничные условия: 
при  

r=r0, t ≥ 0:    v(r0, t)=v0(t) или  τ(r0, t)=τ0(t).   . (2.6) 
Поставленную задачу решаем численно – методом конечных разностей. Численное 

решение обусловлено на перспективу с учетом решения аналогичных задач для грунтовой 
среды со сложными свойствами (структурное изменение, увлажненность, 
вязкопластичность и др.). 

 

3. Метод решения поставленной задачи 
Составим алгоритм численного решения поставленной задачи, для чего безгранич-

ный грунт считаем ограниченным радиусом r=R. В этом случае, учитывая скорость cS 
распространения поперечных (сдвиговых) волн, решение рассматриваемой задачи полу-
чим до достижения сдвиговых волн границы r=R, т.е. рассмотрим до момента времени 
t≤(R0–r0)/cS. Радиальный отрезок R –r0 делим на N бесконечно малых кольцевых частей, 
т.е. цилиндрических ячеек. Основное внимание будет уделяться поведению грунта вокруг 
подземного трубопровода, поэтому более измельченные ячейки находятся возле трубы, с 
удалением от нее размеры ячеек также увеличиваются. Количество разбитых цилиндриче-
ских ячеек (отрезков) в зависимости от радиуса приведено на рис.2. 

В момент времени t=tn+1/2 скорости частиц на узловых точках ячеек r=rk>r0 обозна-
чим через 2/1

2/1 ),( 
  n

knk vtrv . Касательное напряжение и сдвиговую деформацию, опреде-

ленные в центрах ячеек r=rk+1/2˃r0 в момент времени t=tn, обозначим через 
n

knk tr 2/12/1 ),(    и n

knk tr 2/12/1 ),(    . Ввод параметров, таким образом, обеспечивает вто-

рой порядок точности конечно-разностных соотношений [20]. 
Предположим, что до определенного момента времени t=tn известны значения всех 

параметров задачи. Находим те же параметры на следующих шагах времени. Используя 
конечно-разностную схему [20], из уравнения (2.2) определим скорости частиц для мо-
мента времени t=tn+1/2 на узловых точках цилиндрической ячейки следующим образом: 
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где Δtn – шаг по времени; 
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Если на границе r=r0, t ≥ 0 заданы скорости частиц, то при rk=r0, т.е. при k=0 вместо 
соотношения (3.1) воспользуемся заданием скорости на границе 

)( 2/10

2/1

0 
  n

n tvv ,                     (3.2) 

в случае задания на границе касательного напряжения, для вычисления соотношения (3.1) 
при k=0 имеем в виду следующие значения параметров: 



 50 

 0 1/2 0 0 0 ,n n
nr t    

, 

 0
0 0 1/2 0 1 0

1

2
n n nr r    

,                           (3.3) 

 
0 0 1/2

0 0 1/2 1
0 1 02

n
n

n nr r






  


. 

После определения скоростей частиц, касательное смещение в момент времени 
t=tn+1 можем определить по формуле 

1 1/2 1/2n n n n
k k ku u v t     .                      (3.4) 

Для определения деформации сдвига сначала, аппроксимируя уравнение (2.3) на ко-
нечно-разностное соотношение, находим скорости деформации  
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где )(
2

1 12/1 n
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k rrr   . Далее деформация сдвига определяется по формуле 
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Формулы (3.5) и (3.6) дают значения скоростей сдвиговой деформации и деформа-
ции сдвига, определяемые в центре цилиндрической ячейки в моменты времени t=tn+1/2 и 
t=tn+1 соответственно. После того как известны сдвиговая деформация и скорости дефор-
мации, значения касательных напряжений соответствующие центрам ячеек вычисляются 
по принятому закону деформирования (2.4):  
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В соотношении (3.7) был добавлен псевдовязкий член 2/1

2/1




n

kq  напряжение, чтобы про-

извести сквозной расчет на фронте волн, т.е. привести к непрерывным решениям, и сгла-
живать осцилляции численного решения [20]: 
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где C0=const≈2. 
Шаг по времени выбирается в соответствии с условиями устойчивости разностной 

схемы [20]: 
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В процессе расчета временной шаг может быть увеличен, в таких случаях мы огра-
ничиваем увеличение шага не более, чем на 10%, т.е., если Δtn+3/2˃1.1Δtn+1/2, то принимаем 
Δtn+3/2˃1.1Δtn+1/2. Как только шаг Δtn+3/2 определен, можем определить шаг по времени Δtn+1 
следующим образом: 

 2/12/31

2

1   nnn ttt . 

Таким образом, используя определенные значения скорости, деформации и напря-
жений в предыдущие моменты времени, мы определили значения этих параметров для 
следующего момента времени. Выполняя такие действия последовательным рекуррент-
ным способом, можно определить параметры волны, распространяющейся в окружающей 
среде – грунте до требуемого момента времени или до времени t≤(R–r0)/cS. Составлена 
программа решения поставленной задачи и реализована на ЭВМ.  
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Рис.2. Количество ячеек N в зависимости от радиальной 
координаты 

Рис.3. Сопоставление численного результата  
с аналитическим решением [6] 

 

Достоверность методики и программы решения проверялась сопоставлением чис-
ленного решения с аналитическим решением для случая схемы Прандтля пластического 
деформирования грунта при действии постоянной касательной нагрузки (2.6). Такое со-
поставление напряжений на фронте волны показано на рис.3. Кривая 1 соответствует ана-
литическим решениям, полученным в [6] при решении методом характеристик для удар-
ной сдвиговой волны (имеющей разрыв на фронте волны), а кривая 2 – численному реше-
нию с использованием разработанной методики. Необходимо отметить, что сопоставление 
значений напряжений на фронте волны – это самое неблагоприятное для численного ре-
шения методом конечных разностей (разрыв напряжения на фронте размывается на не-
сколько ячеек), даже в этом случае оно показывает пригодность разработанной методики 
решения. 

 

4. Численные результаты и их анализ 
Представим численные результаты в виде графиков. Решение получено при сле-

дующих исходных данных: начальная плотность грунта ρ0=2000 кг/м3; скорости распро-
странения продольных и поперечных волн cp=2000 м/с и cS=1000 м/с; радиус цилиндриче-
ской полости r0=1 м. 

 

4.1. Упругие цилиндрические волны 
Пусть грунтовая среда является упругой, тогда конкретный вид определяющего со-

отношения (2.4) имеет вид 
 0 0G        или G   ,                              (4.1) 

где τ0, γ0 – начальные (опорные) значения касательного напряжения и сдвиговой деформа-
ции. В этом случае конечно-разностное соотношение (3.7) принимает вид 
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Пусть на границе заданы скорости частиц (2.6) в виде v0(t)=vmaxsin(ωt), где 
vmax=0.2 м/с, ω – частота воздействия. На рис.4–5 представлены изменения скорости час-
тиц (см. рис.4) и касательное напряжение (см. рис.5) в фиксированных цилиндрических 
слоях грунта при различных частотах воздействия. Кривые 1–5 соответствуют сечениям 
r=1.1, 2, 3, 4 и 6 м. 

Графики а, б, в и г на рис.4–5 получены при ω=2πH(T–t), ω=10π, ω=20π и 
ω=50π рад/с, T=0.02 с – время действия нагрузки, H – функция Хевисайда. Как видно из 
рис.4–5, в случае задания касательной скорости на границе r=r0, амплитуда значений ско-
рости частиц и касательного напряжения уменьшается с расстоянием. Эти уменьшения 
(затухания) происходят при первом вступлении волны, далее в фиксированных сечениях 
затухание по времени не наблюдается. При положительном значении скорости частиц, т.е. 
при движении (вращении) в одну сторону касательное напряжение возрастает, а в случае 
обратного движения (при отрицательном значении скорости частиц) напряжения умень-
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шаются (происходит разгрузка напряженного состояния). Увеличение частоты задаваемой 
скорости частиц на границе уменьшает период колебаний «нагрузки–разгрузки», что по-
казывает уменьшение максимальных значений касательных напряжений. При этом часто-
та периодичности распространяющейся волны не меняется. 

  

  
Рис.4. Изменение скорости частиц грунта по времени 

  

  
Рис.5. Изменение касательного напряжения по времени 

 
Рис.6. Изменение угловых смещений грунта по времени 
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На рис.6 приведены изменения угловых смещений грунта по времени в тех же рас-
смотренных фиксированных сечениях при ω=2πH(T–t) (рис.6,а) и ω=50π рад/с (рис.6,б). 
Траектории кривых смещений согласуется с изменениями скорости частиц грунта, что 
подтверждает предыдущие предположения о нагрузке и разгрузке.  

       

       
Рис.7. Изменение скорости частиц грунта по времени 

       

       
Рис.8. Изменение касательного напряжения по времени 

       
Рис.9. Изменение угловых смещений грунта по времени 
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Рассмотрим теперь случай, когда на границе r=r0 задается касательное напряжение (2.6). 
На рис.7–9 приведены зависимости, аналогичные на рис.4 – 6, при задании τ0(t)=τmaxsin(ωt), 
τmax=0.2 МПа. Представленные картины изменения скоростей частиц и касательных напряжений 
также аналогичны на рис.4–6. Здесь также наблюдается затухание волн с расстоянием от началь-
ного цилиндрического сечения. При первом вступлении волны скорость частиц скачком увеличи-
вается до максимального значения и далее меняется по времени аналогично предыдущим резуль-
татам. В целом при упругом деформировании грунта цилиндрическая волна затухает с расстояни-
ем. Рассеивание энергии происходит из-за её перераспределения на расширяющемся цилиндриче-
ском слое, чем обусловлено затухание волн. 

 

4.2. Упругопластические волны 
Пусть рассматриваемая грунтовая среда подчиняется упругопластическому закону 

деформирования (2.4): нагружение в упругой зоне и разгрузка по закону (4.1) –   G , а 

нагружение в пластической зоне –   1G при τ≥τs, причем τs меняется на значение момен-
та начала разгрузки от пластической зоны в последующих циклах нагружение–разгрузка. 
Здесь G1 – модуль сдвига пластического деформирования (коэффициент пропорциональ-
ности между касательным напряжением и сдвиговой деформацией).  

Конечно-разностное соотношение, согласно (3.7), имеет вид 
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2/1  и частицы грунта пластически деформиру-

ются. Здесь необходимо уточнить применение (4.3) через приращения: уравнение (4.3) со-
ответствует деформированию от начального состояния и в какой-то момент после пласти-
ческого деформирования происходит разгрузка–нагрузка. Упругое деформирование 
должно выражаться уравнением 

 0 0G     
, 

где τ0, γ0 – есть опорные значения напряжений и деформаций для нового цикла упругого 
деформирования. Если примем   G , то отпадает учет этих опорных значений: для по-
следующего момента времени предыдущие значения напряжений и деформаций являются 
опорными. 

Рассмотрим вариант задания касательного напряжения на границе r=r0 по гармо-
ническому закону τ0(t)=τmaxsin(ω t). Исходные данные прежние, а также τmax=10 МПа, 
τs=1 МПа, G1=G/10. На рис.10 и 11 приведено изменение касательного напряжения и сдви-
говой деформации по времени в фиксированных сечениях r=2, 3, 4 и 6 м, соответствую-
щих кривым 1–4, при различных значениях ω: ω=5π (а), ω=10π(б), ω=20π (в) и ω=50π рад/с 
(г). 

Как видно из рис.10, амплитуда касательных напряжений в упругопластической сре-
де намного (более, чем в 3 раза в рассматриваемом случае) меньше по сравнению с ампли-
тудой напряжений в упругом грунте (рис.10, кривые 1 и 2,). При ω=5π и ω=10π рад/с в 
рассмотренном промежутке времени частицы, находящиеся в более 3 м от границы, де-
формируются упруго, т.е. пластическая волна не доходит до этих точек (рис.10,а, 10,б, 
кривые 3 и 4). Здесь также наблюдается уменьшение параметров волны (касательное на-
пряжение, деформации сдвига, скорости частиц и др.) с расстоянием от начального сече-
ния (рис.10 и 11). В связи с этим затуханием волны пластическое деформирование грунта 
происходит на ограниченном участке. Указанное подтверждают диаграммы «напряжение–
деформация», представленные на рис.12 для рассмотренных вариантов. Ход кривых 4 (со-
ответствующих сечениям r=6 м) полностью совпадает с кривыми, полученными для упру-
гого грунта как для напряжений, так и для сдвиговых деформаций (зависимость касатель-
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ного напряжения от деформации сдвига остается линейной, рис.12). Анализ графиков на 
рис.10 и 11 показал, что некоторые изломы кривых в начальные моменты времени связа-
ны с точкой излома на диаграмме «напряжение–деформация» при переходе к пластиче-
ской деформации или к разгрузке. 

       

       
Рис.10. Изменение касательного напряжения по времени 

       

        
Рис.11. Изменение сдвиговой деформации по времени 

 
Из анализа полученных результатов следует, что максимальные касательные напряжения 

достигаются вблизи приложения нагрузки. На рис.13 приведены изменения касательных напряже-
ний и угловых смещений по времени в цилиндрическом слое r=r0+0.1=1.1 м для различной часто-
ты приложенной нагрузки. Кривые 1–4 рис.13 соответствуют вариантам а, б, в и г на рис.10, 12. 
Для всех этих рассмотренных вариантов расчетов распределение максимальных абсолютных зна-
чений касательного напряжения, а также значений предела упругости по радиусу приведены на 
рис.14. Рис.14,а наглядно демонстрирует затухание касательного напряжения с расстоянием от 
приложенной нагрузки и концентрации максимальных значений вокруг начального цилиндриче-
ского сечения, где приложена внешняя нагрузка. Из рис.14,б можно определить, является ли де-
формирование грунта пластическим или упругим – допредельным деформированием: для наблю-
даемых случаев область упругопластического деформирования достигает не более 3 м от места 
приложения нагрузки. За пределом этой области касательные напряжения не превышают пределов 
упругости, т.е. предел упругости τS не меняется от первоначального значения. 
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Рис.12. Зависимость касательного напряжения от сдвиговой деформации 

   
Рис.13. Изменение касательного напряжения и углового смещения грунта по времени в цилиндрическом слое r = 1.1 м 

   
Рис.14. Распределение максимальных касательных напряжений (а) и предела упругости τs (б) по радиусу 

 

Из рис.13 и 14 видно, что интенсивность затухания цилиндрической сдвиговой вол-
ны с расстоянием примерно обратно пропорциональна корню квадратному из расстояния 
от места приложения нагрузки: затухание происходит по закону r–α, где α≈1/2. 

 

5. Выводы 
Получены численные результаты одномерной задачи о распространении цилиндри-

ческих сдвиговых волн в упругой и упругопластической грунтовой среде.  
Разработана численная методика решения поставленной задачи с использованием 

метода конечных разностей с центральной разностной схемой. Составленный алгоритм 
реализован на ПЭВМ с помощью Java.  

Из полученных результатов выявлено затухание параметров распространяющихся 
цилиндрических волн (касательное напряжение, деформация сдвига и угловая скорость) с 
расстоянием в упругой и упругопластической грунтовой среде. Интенсивность затухания 
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цилиндрической сдвиговой волны с расстоянием примерно обратно пропорциональна 
корню квадратному радиальной координаты. Затухание волн с расстоянием обусловлено 
тем, что происходит рассеивание энергии деформирования на расширяющемся цилиндри-
ческом слое грунта. В случае нагрузки, превышающей предел упругости грунта, частицы 
испытывают пластические деформации вблизи приложения нагрузок: в рассмотренных 
вариантах расчета граница упругопластического деформирования составила 3-кратный 
размер цилиндрического радиуса. 
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Хусанов Б.Э., Рихсиева Б.Б. Эластик ва эластик-пластик муҳитларда бир ўлчамли цилиндрик 
силжиш тўлқинлари 

Аннотация. Мақолада чекли айирмалар усули ёрдамида эластик ва эластик-пластик грунли 
муҳитларда цилиндрик силжиш тўлқинлари тарқалишининг бир ўлчамли масалаларини сонли ечиш услуби 
ишлаб чиқилган. Олинган сонли натижалар график кўринишида ифодаланган ва улар асосида эластик ва 
эластик-пластик грунтли муҳитларда тарқалаётган (уринма кучланиш, силжиш деформацияси ва чизиқли 
тезлик) цилиндрик тўлқинларнинг масофа бўйича сўниши аниқланган. Ушбу тўлқинларнинг сўниши 
деформацияланиш энергиясининг масофа ошиши билан грунтнинг кенгаяётган цилиндрик қатлам бўйича 
тақсимланиши билан асосланди. Таъсир этаётган юкланиш эластик чегарадан ортганда грунтнинг 
пластик деформацияси юкланиш қўйилган жойга яқин грунт қатламларида содир бўлган. Грунтнинг 
эластик-пластик деформацияланиш соҳалари чегаралари аниқланган. 

Калит сўзлар: грунтли муҳит; тўлқин тарқалиши; эластиклик; пластиклик; уринма кучланиш; 
силжиш деформацияси. 
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Khusanov B.E., Rikhsieva B.B. One-dimensional cylindrical friction waves in elastic and elastic-plastic 
environments 

Abstract. The method of numerical solution of a one-dimensional problem of cylindrical shear wave propa-
gation in an elastic and elastic-plastic soil is developed in the article using the finite difference method. The ob-
tained numerical results are presented in the form of graphs. From the results obtained, the attenuation of the pa-
rameters (shear stress, shear strain, and angular velocity) of propagating cylindrical waves with distance in an 
elastic and elastic-plastic soil was revealed. The attenuation of waves with distance is justified by the dissipation of 
deformation energy on the expanding cylindrical soil layer. In the case of loading beyond the elastic limit, plastic 
deformations occur in soil near the point of load application. The boundaries of elastic-plastic deformation of soil 
are determined. 

Keywords: soil medium; wave propagation; elasticity; plasticity; shear stress; shear strain. 

УДК 532.3 

СРАВНЕНИЕ ТУРБУЛЕНТНЫХ МОДЕЛЕЙ ДЛЯ РАСЧЕТА  
ОСЕСИММЕТРИЧНОЙ ЗАТОПЛЕННОЙ СТРУИ 

Маликов З.М., Наврузов Д.П. 
Институт механики и сейсмостойкости сооружений им. М.Т.Уразбаева АН РУз, Ташкент, Узбекистан 

E-mail: malikov.z62@mail.ru, navruzov.d@mail.ru  
 

Аннотация. Проведен сравнительный анализ моделей турбулентности k-ε Чена, Секундова νt-92 и 
современной двухжидкостной модели для  затопленной осесимметричной дозвуковой струи. Для численной 
реализации задачи была использована неявная схема. Сравнительный анализ проведен для осевой скорости, 
продольных скоростей и турбулентного напряжения. Проведено сравнение полученных численных резуль-
татов с экспериментальными данными. Показано, что двухжидкостная модель более точно описывает 
турбулентное течение, чем другие модели. 

Ключевые слова: модификация; двухжидкостная модель турбулентности; струя; модель Секундо-
ва; модель Чена k-ε. 

 

Введение. 
Рассматриваемая задача имеет большое значение для авиационной и ракетнокосми-

ческой техники. Поэтому исследованию различных струй, начиная с работ Прандтля, за 
последние 100 лет посвящено множество работ [1, 2]. Однако, несмотря на это, рассмат-
риваемую задачу нельзя считать как полностью завершенную, так как она связана с до сих 
пор не решенной проблемой турбулентности. Хотя до сегодняшнего дня разработано 
свыше 100 различных моделей турбулентности, универсальной модели ее пока еще не 
существует. Это означает, существующие модели, если и описывают удовлетворительно 
одни классы турбулентности, то другие они могут описывать не только некачественно, но 
и неверно. Во многих случаях при движении жидкости и газа возникают так называемые 
поверхности тангенциального разрыва. Течение жидкости в окрестности такой поверхно-
сти называется струей. В зависимости от относительного направления движения струи 
могут быть спутными или встречными. Наиболее изученным видом является турбулент-
ная струя, распространяющаяся в покоящейся среде; такая струя называется затопленной. 
В настоящей статье проведено сравнительное тестирование моделей Чена k–ε, Секундова 
νt-92 и модели турбулентности на основе динамики двух жидкостей для осесимметричной 
дозвуковой струи [3, 4]. Эта задача имеет два положительных свойства. Во-первых, она 
очень близка к реальным задачам расчета дозвуковой струи в турбинах авиационных дви-
гателей, а во-вторых, для нее существуют очень подробные экспериментальные данные 
[3]. 

Основная часть. Математическая модель 
Модель Чена k–ε. В основе модифицированной модели Чена лежит хорошо извест-

ная стандартная модель k–ε. Данная модель является типичным представителем моделей, 
направленных на замыкание систем уравнений Навье–Стокса, осредненных по Рейнольд-
су (RANS) [5]. Все существующие модификации модели k–ε основаны на совместном ре-
шении уравнений переноса импульса, кинетической энергии и скорости диссипации. Од-
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ной из модификаций k–ε модели является хорошо известная модель Чена, которая имеет 
следующий вид: 
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Турбулентная вихревая вязкость рассчитывается по формуле 
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Константы и вспомогательные функции: 
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В наших расчетах области отсутствует стена. В задаче рассматривается дозвуковая 
струя, поэтому поток назовем несжимаемым. Следовательно, можно считать плотность 
среды постоянной. По теории пограничного слоя Прандтля давление также можно отно-
сить к постоянному. Тогда во втором уравнении системы (1) можем исключить давление. 
Рассматриваемая задача имеет осевую симметрию. Поэтому запишем следующую систему 
уравнений (1) в цилиндрической системе координат: 
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  (2) 

Модель Секундова νt-92. Модель Секундова νt-92 [6] относится к классу однопара-
метрических моделей турбулентности RANS. В основе данной модели лежит предполо-
жение о переносе вихревой структуры потока конвективным и диффузионным способами. 
Поэтому в данной модели для поиска турбулентной кинематической вязкости использует-
ся уравнение переноса субстанции. Многочисленные исследования этой модели показали, 
что она низко Рейнольдсовая модель. Это означает, что она способна описывать всю об-
ласть течения, включая пристеночные слои. Первый вариант модели Секундова был пред-
ложен в 1992 г. [3] и за прошедшие годы она была усовершенствована.   
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Система уравнений турбулентной осесимметричной струи с использованием модели 
Секундова в цилиндрических координатах имеет следующий вид: 
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где ν, νt – молекулярная и турбулентная вязкость; a – скорость звука, угловые скобки 
представляют собой среднее по времени. Турбулентная вихревая вязкость .tt    

Другие термины, встречающиеся в приведенных выше уравнениях, определяются 
следующим образом: 
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Константы: A1=-0.5, A2=4.0, C0=0.8, C1=1.6, C2=0.1, C3=4.0, C4=0.35, C5=3.5, C6=2.9, 
C7=31.5, Cs=0.1. Методика постановки начальных и граничных условий для системы 
уравнений (3) представлена в работе [7].  

Двухжидкостная модель. В последнее время опубликована работа [4], где предло-
жен новый подход к проблеме турбулентности. В этой работе математически доказано, 
что турбулентный поток можно представить в виде гетерогенной смеси двух жидкостей, 
которые совершают относительное движение. Поэтому математическая модель турбу-
лентности основанная на динамике двух жидкостей, названа двухжидкостной моделью. В 
работе [4] двухжидкостная модель использована для решения различных задач турбу-
лентности и показана ее высокая точность, а также ее способность описывать адекватно 
сложные анизотропные турбулентные потоки. Система уравнений двухжидкостной моде-
ли турбулентности имеет следующий вид: 
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Необходимо отметить, что πij является тензором. Поэтому в правой части для данно-
го тензора суммирование по повторяющимся индексам не производится. 

Запишем систему уравнений (4) в цилиндрических координатах. В новых обозначе-
ниях система уравнений предлагаемой модели будет иметь вид 
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где z – осевая; r – радиальная координаты. 
Тогда 
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Результаты и обсуждение 
В большинстве случаев для численного исследования системы уравнений (2) ис-

пользовались методы в двумерной постановке. Более того, для достижения необходимой 
точности вблизи стенки расчетная сетка в поперечном направлении сгущалась. Все это 
приводило к увеличению памяти программы и замедлению скорости расчета. Поэтому 
разработать численный алгоритм не требующих больших вычислительных ресурсов явля-
ется актуальной задачей. Для численного исследования поставленной задачи используется 
система уравнений – осредненные по Рейнольдсу уравнения Навье–Стокса в цилиндриче-
ской системе координат [5]: 

Для поставленной задачи введем обобщенную функцию тока ψ, для которой спра-
ведливы соотношения: 

(6).,
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Тогда уравнение неразрывности системы (2) будет удовлетворяться автоматически. 
Запишем систему (2) в переменных Мизеса [5]. Здесь ν,νt – молекулярная и турбулентная 
вязкость, U,V,W–безразмерные осредненные вектора скоростей; r,z–безразмерные коорди-
наты; Начальные и граничные условия для системы уравнений (2) ставятся стандартным 
образом [7]. 

Запишем систему (2) в переменных Мизеса [7] (z, r) на -(ζ, ), где ξ=z/L. В новых 
переменных производные определяются по известной формуле 
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Так называемое Рейнольдсовое напряжение в системе уравнений (1) имеет следую-
щий вид: 
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В новых переменных система уравнений (2) приобретает следующий вид: 
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Таким образом, новые переменные позволяют привести все уравнения системы к па-
раболическому виду. Для численной реализации уравнения (8) была использована неявная 
схема. 

Для модели νt – 92 используем (7), в результате чего получим следующую систему 
уравнений: 
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Следователью, новые переменные дают основание привести все уравнения системы 
к параболическому виду и данную систему можно записать в векторном виде 

.)( w
Фu

q
Ф













      (10) 

В этом уравнении:
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Для численной реализации уравнения (4) была использована неявная схема 
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Данная схема является абсолютно устойчивой и неизвестные на новом слое находи-
лись методом прогонки. Для интегрирования были использованы ∆ξ=0.001, ∆ψ=0.01. Ко-
личество узлов в радиальном направлении составляю 600. Система (9) решалась для 
Re=5600. Хорошее соответствие c экспериментальными данными дает следующие на-
чальные условия: U=1, νt=0.0005. Численные результаты оказались не чувствительными к 
изменениям шага как по ξ, так и по ψ.  

Как для модели Чена и νt-92 Секундова проведем обезразмеривание и введем новые 
переменные – ),(   для системы уравнений (5): 
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При обезразмеривании все скорости соотнесены к скорости струи на выходе из со-
плаUjet, а расстояния – к радиусу сопла D/2. Система безразмерных уравнений в новых пе-
ременных будет иметь следующий вид: 
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  (11) 

В этой системе C1=0.7875, C2=0, так как в свободной струе твердые стенки отсутст-
вуют. Для интегрирования были использованы Δξ=0.0001, Δξ=0.01. Количество узлов в 
радиальном направлении было 600. Система (11) решалась для Re=5600.  Начальные ус-
ловия задавались на выходе из сопла. Необходимо отметить, что в отличие от предыду-
щей задачи результаты решения оказались чувствительными к начальным условиям для 
возмущений (относительные скорости моли). Хорошее соответствие c эксперименталь-
ными данными дают следующие начальные условия: 1zV , 055.0zv , 2/1028.0 rvr  . 
Численные результаты оказались не чувствительными к изменениям шага как по ξ, так и 
по ψ. Далее будут про иллюстрированы результаты численного решения системы (11).  

 
Результаты расчетов 
Приведем некоторые конкретные примеры, иллюстрирующие кратко описанные ра-

нее свойства k–ε модели Чена, νt–92 Секундова и двухжидкостной модели турбулентно-
сти. На рис. 1 показано сравнение результатов турбулентных моделей с опытными дан-
ными из [3] безразмерной осевой скорости от расстояния до сопла.  

Из рис. 1 видно, что наиболее близкие результаты к опытным данным дают модели 
Секундова, а также двухжидкостная модель. На рис.2 a и б показано сравнение результа-
тов турбулентных моделей с опытными данными [3] для профилей безразмерных про-
дольных скоростей в различных расстояниях от сопла.  

 
Рис.1. Сравнение турбулентных моделей с опытными данными для безразмерной осевой скорости  

от расстояния до сопла 
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a  б 

 
Рис. 2. Сравнение результатов турбулентных моделей с опытными данными [3] профиля продольных скоростей для 

различных сечений с условиями экспериментов: а – x / Djet = 10 и б – x / Djet = 15 соответственно 
 

На рис. 3 выведено сравнение результатов трех турбулентных моделей с опытными 
данными [3] для профилей турбулентного напряжения для различных сечений. 

Результаты, представленные на рис.3, показывают, что и для профилей скорости и 
турбулентных напряжений лучшее соответствие наблюдается для модели Секундова и 
двухжидкостной модели. 

а  б 

 
Рис. 3. Сравнение результатов турбулентных моделей с опытными данными [3] профиля турбулентного напряжения для 

различных сечений с условиями экспериментов: а – x / D jet = 10 и б – x / D jet = 15 соответственно. 
 

Заключение 
Проведено сравнительное тестирование модель Чена k–ε, Секундова νt-92 и двух-

жидкостной модели турбулентности с результатами экспериментов. Показано, что новая 
двухжидкостная модель и модель Секундова хорошо описывают турбулентную струю на 
всех участках течения. Неудовлетворительные результаты наблюдаются у модели Чена. 
Таким образом, для расчета струйных потоков можно рекомендовать использовать модель 
Секундова или двухжидкостную модель. 
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Маликов З.М., Наврузов Д.П. Турбулент моделларни ўққа нисбатан симметрик чўктирилган 
оқим масаласини ҳисоблашда таққослаш 

Аннотация. Товуш тезлигидан паст бўлган ўққа нисбатан симметрик чўктирилган оқим масаласи 
учун Ченнинг k-ε, Секундовнинг νt-92 ва янги икки суюқлик турбулент моделлари ўзаро солиштирилган. 
Масалани сонли ечиш учун ошкормас схема қўлланилди. Солиштирма таҳлил ўққа нисбатан тезлик, 
бўйлама тезлик ва турбулент кучланишлар учун амалга оширилди. Олинган сонли натижалар тажриба 
натижалари билан ўзаро солиштирилди. Икки суюқлик турбулент модели турбулент оқимни бошқа 
турбулент моделларга нисбатан аниқ ифодалаб беради.  

Калит cўзлар: модификация; икки суюқлик модели; Секундов модели;Ченнинг k-ε модели. 
 

Malikov Z.M., Navruzov D.P. Comparison of turbulent models for calculating an axisymmetric submerged 
jet 

Abstract. A comparative analysis of the turbulence models of Chen and Secundov vt-92 and the modern two-
fluid model for the flow of a submerged axisymmetric subsonic jet is carried out. For the turbulent Chen, Secundov, 
and two-fluid models, new Mises variables are introduced, which makes it possible to bring all the equations of the 
system to a parabolic form. An implicit scheme was used for the numerical implementation. Comparative analysis 
was carried out for axial velocity, longitudinal velocities, and for turbulent stress. The numerical results obtained 
are compared with the results of experimental data. It is shown that the two-fluid model describes the turbulent flow 
more accurately than the other models. 

Keywords: modification; two-fluid turbulence model; jet; Sekundov model; Chen model k-ε. 
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ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА ХАРАКТЕРИСТИК ДЛЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ОБ 
ЭЛЕМЕНТАРНОМ УЧАСТКЕ ГАЗОПРОВОДА ПРИ ИСТЕЧЕНИИ ГАЗА 

ИЗ ЕГО КОНЦА В ОКРУЖАЮЩУЮ СРЕДУ 

Хужаев И.К1., Ахмаджонов С.С2., Аминов Х.Х3. 
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Аннотация. В рамках гиперболических уравнений состояния газа на коротком элементарном участ-

ке газопровода и с привлеченнием формулы Н.Е. Жуковского о скорости истечения газа в качестве гранич-
ного условия сформулирована задача об истечении газа из конца участка через штуцер. Уравнения линеари-
зованы введением массового расхода газа и решены методом характеристик. Для случая задания входного 
массового расхода газа получены формулы расчета давления, массового расхода и скорости потока газа 
для первого условного периода времени, который соответствует времени пробега малых возмущений всю 
длину участка. Получены рекуррентные формулы для расчета значений давления, массового расхода и ско-
рости газа в последующих условных периодах по времени. Приведены некоторые численные результаты 
расчетов, полученные для постоянных значений функций, фигурирующих в краевых условиях. Выявлены за-
кономерности распространения волн разряжения и уплотнения, образованные в начале истечения газа из 
элементарного участка газопровода. 

Ключевые слова: газопровод; квазиодномерные уравнения; импульс; масса; малые возмущения; ха-
рактеристики; рекуррентные формулы. 

 

Введение 
Взгляд на распространение волн уплотнения и разряжения в газопроводах, в зависи-

мости от цели их использования, двоякий. Если транспортируется газ или тепло для дос-
тавки до потребителя, то скачки импульса и давления являются отрицательными факто-
рами. От этих скачков страдают как пользователь, так и сами установки. Многократные 
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повторения скачков приводит к накоплению остаточной деформации на определенных 
участках сети, а также образованию помпажа в нагнетателях, приводящего к вибрации ус-
тановки [1]. Если трубопровод используется в целях передачи механической энергии 
(пневмопривод), то фактор распространения скачков, скорее всего, служит в пользу дела 
[2]. Между тем необходимо знать закономерности распространения скачков импульса и 
давления в обоих случаях. 

Известно, что расчет сети газопроводов при проектировании проводится с данными, 
относящимися к линейным участкам и точечным элементам [3]. Линейный участок – это 
трубопровод с определенными длиной, внутренним диаметром, коэффициентом трения, 
перепадом нивелирной высоты, эффективным коэффициентом теплоотдачи в окружаю-
щую среду и другими показателями. В зависимости от установившегося гидродинамиче-
ского режима течения на линейном участке проводится расчет перепада давления соглас-
но значению расхода газа и изменению температуры транспортируемого газа по извест-
ным формулам. Точечные элементы разделяют сеть на линейные участки с отдельными 
показателями газа и участка. Это могут быть точки подключения производителя и потре-
бителя, нагнетателя, изменения диаметра трубопровода (телескопичность), подключение 
арматуры управления и др. 

При расчете магистральных газопроводов, у которых рабочее давление высокое, по-
теря давления в точечных элементах, в отличие от линейных элементов, будет не большая 
и для их учета результат теоретического расчета по общей потери давления на элементар-
ных участках умножат на поправочный коэффициент 1.05 или 1.10 [4]. При расчете газо-
проводов, применяемых при сборе газа из месторождения, и распределительной сети, где 
рабочее давление среднее и низкое, влияние точечных элементов на потерю давления бу-
дет весомым, и местное сопротивление каждого элемента учитывается [1,4] путем увели-
чения действительной длины элементарного участка в соответствии с потерей давления на 
этом точечном элементе.  

Для случаев, когда количество точек подключения потребителей большое, разрабо-
тан метод расчета путевого отбора [5]. При этом суммарный отбор, соответствующий оп-
ределенной длине трубопровода, делится на расстояние и определяется коэффициент пу-
тевого отбора m.  И расчет ведется не для заданного массового расхода M, а для перемен-
ного расхода M+mx. 

В зависимости от ожидаемого объема потребления газа и топологии сети газопрово-
да выбираются мощности компрессорных станций. Головная и дожимные компрессорные 
станции, которые входят в состав магистральных газопроводов, должны обеспечить дос-
тавки газа до произвольного потребителя давлением, значение которого должно быть 
больше минимально допустимого по нормативам давления газа. 

Таким образом, точность расчета сети газопроводов определяется точностью газо-
динамического расчета линейных участков сети. 

Газодинамический расчет элементарного участка газопровода с учетом переменной 
площади поперечного сечения f=πD2/4 ведется на основе квазиодномерных уравнений 
трубопроводного транспорта реального газа. Законы сохранения массы, импульса и энер-
гии, осредненные по поперечному сечению трубопровода, имеют следующий вид:  
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Здесь ρ, p, w, T являются средними показателями плотности, давления, скорости и 
температуры газа в сечении x  в момент времени t; λ, R=D/2 – коэффициент сопротивле-
ния трения и радиус трубы; g – ускорение силы гравитации; k – коэффициент теплопро-
водности газа в законе Фика; z1(x) – нивелирная высота оси трубопровода. Внутренняя 
энергия принята в виде ε=cvT, где cv – приведённая изохорическая теплоемкость газа. 

Достоверность данной системы уравнений доказана в [6] на основе проверки и срав-
нения нескольких десятков вариантов уравнений из научной литературы и соответствия 
их физике процесса.  

Данная система замыкается уравнением состояния реального газа  
RTZp  . 

Здесь коэффициент сверхсжимаемости газа 
RT

p
Z




 
служит мерой отклонения со-

стояния реального газа от закона Менделеева–Клапейрона. Для определения значения ко-
эффициента Z используются различные уравнения Ван дер-Вальсового типа и широко ис-
пользуемым из них на сегодняшний день является уравнение Редлиха–Квонга [1,6] 

0)( 222223  bpapbpbaZZZ , 

где 
5,2

5,2

2 4278.0
TP

T
a

kp

kp , 
TP

T
b

kp

kp0867.0 , а индексом «kp» выделены критические показатели 

транспортируемого газа или газовой смеси. 
В инженерных расчетах путевым изменением температуры и коэффициента сверх-

сжимаемости газа пренебрегают и используются их средние значения. Но в условиях низ-
кой и высокой температуры окружающей среды эти факторы существенны [7–8] и необ-
ходимо их учитывать в силу возможных вариантов образования гидратов и капель [9–11].  

Даже при использовании средней температуры газа система квазиодномерных урав-
нений и уравнение состояния газа остаются нелинейными. Понижению степени неизвест-
ных в уравнениях способствуют вспомогательные функций [12–14], переход к массовому 
расходу [3,15] и линеаризация уравнений [16]. Различные аналитические методы и обоб-
щенные функции используются при решении задач трубопроводной транспортировки газа 
[17] в зависимости от учета или игнорирования того или иного силового и энергетическо-
го фактора. Разрабатываются аналитические и численные методы решения задач [18–21] 
для большого спектра граничных условий элементарного участка газопровода, которые 
для сети служат внутренними условиями. 

Многочисленные задачи трубопроводного транспорта газа в условиях образования и 
распространения волн уплотнения решены методом характеристик [22–23]. Введение ка-
либровочных функций или бегущих волн позволило учитывать распространения волн в 
двух направлениях по длине участка с учетом и без учета диссипации кинетической энер-
гии [20]. Тем не менее, мало изучены задачи, когда на границе рассматриваемого участка 
наложено условие в виде взаимосвязи между искомыми функциями.  

Такие задачи формируются, например, при учете характеристик нагнетателя: раз-
ность квадрата давления на выходе и на входе нагнетателя прямо пропорциональна квад-
рату расхода газа [1]. Таким же примером может служить реализация формулы Н.Е. Жу-
ковского для описания истечения газа в открытую атмосферу [16] или закачки газа в эле-
ментарный участок (т.е. начало работы участка). В рамках математической физики два эти 
примера нельзя отнести к конкретному роду граничных условий и такие задачи мало изу-
чены.  

 
Постановка задачи 
Рассмотрим задачу об истечении газа из элементарного участка трубопровода в от-

крытое пространство, где для формирования граничного условия использована формула 
Н.Е. Жуковского 
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)(0 awwcpp   , 

когда задан закон изменения массового расхода газа по времени на входе в участок. 

Здесь  ZRTc скорость распространения малых возмущений давления в газе, а 
нулевым индексом выделены показатели газа вне трубопровода. И.А.Чарным доказано 
[16], что данная формула уместна для всех (пяти) гидродинамических режимов течения. 

Заданы начальные распределения давления и скорости газа по длине участка xϵ[0, l]: 
)()0,( 0 xpxp  ,  ).()0,( 0 xwxw          (1) 

Связь между давлением и плотностью газа задана в виде  
).,(),( 2 txctxp   

На входе в область расчета задано изменение значения массового расхода в зависи-
мости от времени  

),(),0( 0 ttM           (2) 

а на выходе из участка задано условие истечения газа в открытое пространство, согласно 
формуле Н.Е. Жуковского при w0=0:` 

).,(),()(),( tlwtlfttlp l        (3) 

Здесь предположим, что разность между давлением в конце участка ),( tlp  и атмо-
сферным давлением ψl(t), а также правая часть в равенстве cρ(l, t)ws(l, t) относятся к попе-
речной площади штуцера s, через который истекает газ. При этом массовые расходы газа 
через штуцер и конечные сечения трубы взаимно равны: cρ(l, t)ws(l, t)=fρ(l, t)w(l, t)=M(l, t). 
Соответственно имеет место равенство α=c/s. 

При моделировании процесса истечения газа через конечное сечение привлекаем 
квазиодномерные нелинейные уравнения сохранения импульса и массы изотермического 
газа в рамках подхода короткого трубопровода [3, 16], т.е. в уравнении сохранения им-
пульса не учитываем сил трения и гравитации, а также локальную составляющую силы 
инерции газа: 
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Метод решения задачи 
Переход к массовому расходу газа M=fρw в уравнениях и условиях позволяет соста-

вить линейную задачу относительно давления и массового расхода газа: 
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Введем новые искомые функции 
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которые приводят к системе уравнений 
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Складывая и вычитая эти уравнения, составим отдельные уравнения переноса суб-
станций по направлению возрастания координаты x  и против нее: 
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(5) 

При этом начальные условия (1) приобретают вид  

),()()()0,( )(
000 xxM

f

c
xpxu u

    
(6) 

),()()()0,( )(
000 xxM

f

c
xpxv v

               
(7) 

а граничные условия (2) и (3) –  

),(
2

),0()0,( 0 t
f

c
tvxu 

           
(8) 

).(2),()1()1( ttlvkuk l
             

(9) 

Здесь ввели обозначение sfk / . 
Расчетную область D{(x, t): 0≤x≤l, 0≤t≤T}  делим на полосы с равномерным шагом по 

времени – условным периодом l/c и в каждом из них получим формулы для расчета. Нач-
нем решение с первой временной полосы  xϵ[0, l/c]. 

Характеристики системы уравнений имеют одинаковый вид для всех временных по-
лос: 

constctx  . 
С привлечением характеристик x-ct=0 и x+ct=l, которые проходят через точки (0, 0) 

и (l, 0), разделим первую временную полосу на подобласти D1, D2, D3, и D4 (рис. 1). В по-
добласти 21 DD   выполним интегрирование второго уравнения системы (5) вдоль харак-
теристики x=±ct+const. Проходящая через точки (x, t) характеристика записывается в виде 
ξ+cη=x+ct, откуда находим ξ=x+c(t-η). Вдоль характеристики η функция v(x, t), согласно 
второму уравнению системы (5), сохраняет свое значение  

.0]),([  


tcxv
d

d
 

 
Рис. 1. Разделение расчетной области на временные полосы и подобласти полос 

 

Интегрируя это уравнение по η в пределах от 0 до t, для подобласти 21 DD   нахо-
дим  

 
0( , ) ( ,0) ( ).vv x t v x ct x ct        (10) 
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Рассуждая аналогично, в подобласти 31 DD   относительно u(x,t) вдоль характери-

стики ξ получим решение  
 
0( , ) ( )uu x t x ct  .     (11) 

Вдоль характеристики x-ct=const в подобласти 42 DD   сохраняет свое значение 
функция u(x,t). Поэтому получим зависимость 
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Согласно граничному условию при x=0 
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Здесь по характеристике l-x=ct определим  
00, ( ).vx

v t ct x
c

    
 

 

В результате для подобласти 42 DD   получим формулу 
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(12) 

Значение функции u(x,t) в подобласти 42 DD   вдоль характеристики x+ct=const  со-
храняет свое значение  
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которое формировалось в точке (l, η2). Здесь η2(x, t) точка пересечения характеристики 

x+ct=const с прямой x=l,  т.е. .),(2 c

xl
ttx


   В связи с этим для подобласти 43 DD    

уместна формула  
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(13) 

Таким образом, получены формулы (10)–(13) для определения значений функций 
u(x,t) и v(x,t) во всех подобластях первой временной полосы. Обратный переход к исход-
ным искомым функциям, который производили по формулам  

 ,),(),(
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1
),( txvtxutxp 
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f
txM  ,  (14) 

показал, что начальные и граничные условия задачи удовлетворены. 
При известных значениях давления и массового расхода газа скорость его определя-

ется по формуле  
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(15) 

Результат получился в виде вложенных функций: для каждой новой временной по-
лосы из известных из предыдущей временной полосы функций строится новая пара функ-
ций по приведенным выше рекуррентным формулам. Это – интервальная математика двух 
функций в сложной форме. Но мы ограничимся рассмотрением случая интервальной 
арифметики, когда функции p0(x), M0(x), ψ0(t), ψl(t)

 
заданы постоянными значениями p0, 

M0, ψ0 и ψl соответственно. При этом можно построить решение в рекуррентных форму-
лах.  

Полагаем, что в начале n-й временной полосы известны значения давления pn-1 и 
массового расхода Mn-1, а также входной массовый расход ψ0=Mb и атмосферное давление 
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ψl=pa. В соответствии им находим значения вспомогательных функций в подобластях D1, 
D2, D3, D4  данной временной полосы:  
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В соответствии им определим значения давления и массового расхода газа в подоб-
ластях D1, D2, D3, D4  данной временной полосы:  
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Таким образом, формируя новые и новые входные условия pn(x,t) и Mn(x,t) приt=nl/c, 
можем дойти до времени T.  

 
Обсуждение результатов  
Составлена программа расчета, где сначала для n -й временной полосы определяют-

ся дискретные значения pn 
 
и Mn по формулам (16) – (19), а дальше заполняются таблицы 

по подобластям D1, D2, D3 и D4 данной временной полосы. Результаты получены для 
k=0.1, 0.(3) и 0.01 при l=5000 м, D=100 м, M0=0 кг/с, p0=5.0 МПа, pa=0.1 МПа. Скорость 
распространения малых возмущений давления и импульса составила c=359.80 м/с, а ус-
ловный период l/c= 2.77983 c.  

На рис. 2 приведена динамика давления в подобласти D1 (кривая 1 – верхняя), D2 
(кривая 2 – начинающаяся из верхнего значения), D3 (кривая 3, начинающая из ступеньки) 
и D4 (кривая 4 – нижняя) для первых 31 условного периода.  
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Рис. 2. Изменения значений давления в  подобластях D1, D2, D3 и D4 (кривые 1–4) в первых 30 условных периодах:  
l=5000 м; M0=0 кг/с; p0=5.0 МПа; pa=0.1 МПа; c=359.80 м/с

 
 

В 114-й временной полосе давление становится 0.1 МПа с точностью кПа.  
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Соответствующие этому случаю дискретные значения массового расхода газа при-
ведены на рис. 3. Входной массовый расход (в подобласти D1) имеет нулевое значение 
(кривая 2), ступеньками снижается давление в подобласти D3 (кривая 3). Между ними со-
вершают челночное движение давления в подобластях D3 (кривая 1 – начинается с нуля) и 
D4 (кривая 4).  
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Рис. 3. Динамика массового расхода в подобластях 1, 2, 3 и 4 (данные те же, что на рис. 2) 

 

Как ожидалось, из-за истечения газа из участка давление убывает монотонно, а мас-
совый расход газа демонстрирует “дыхание” трубы с постепенным угасанием: при 
t=114 l/c уже имеет место условие M<0.001 кг/с. 

Обозначения, использованные на рис. 3, сохранены и при визуализации скорости для 
подобластей D1–D4 (рис. 4). Можно отметить выпуклый характер скорости в подобласти 
D3. 
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 Рис. 4. Изменения скорости потока в подобластях 1–4 по времени (данные те же, что на рис. 2) 
 

На рис. 5 приведены изменения давления в подобласти D1 при k=10, 30 и 100  для 
временного отрезка tϵ[0, 200l/s]. При большом просвете штуцера s происходит интенсив-
ное снижение давления до предельного значения pa=0.1МПа, а при малом значении s – 
более медленное его падение. 
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Рис. 5. Временные изменения давления в подобласти D1 для трех значений k=f/s (данные те же, что на рис. 2) 

 
Если на этом рисунке наблюдается более гладкое изменение давления, то на рис. 6 и 

7, где демонстрируются динамика массового расхода в D3  и скорости потока в D4, замет-
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ны ступеньки. В обоих случаях наблюдается тенденция стремления к состоянию покоя. 
Можно полагать, что значения давления и массового расхода газа падают экспоненциаль-
ным законом.  
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Рис. 6. Изменение массового расхода газа в подобласти D3 в первых 201-й временной полосе для трех значений k=f/s 

 (данные те же, что на рис. 2) 
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Рис. 7. Динамика скорости потока в подобласти D4 в первых 201-й временной полосе при различных значениях k=f/s

 
  

(данные те же, что на рис. 2) 
 

Заметим, что скорость истечения газа через штуцер имеет значение, которое в k=f/s 
раз превосходит значения скорости в подобласти D4.  

 
Выводы 
В рамках подхода короткого трубопровода решена задача об истечении газа из конца 

участка через штуцер, когда на входе элементарного участка известен закон изменения 
массового расхода газа. Скорость истечения газа определена по формуле Н.Е. Жуковско-
го. Задача решена методом характеристик, для чего введены вспомогательные уравнения 
переноса субстанций в двух направлениях. Область расчета разделена на временные поло-
сы с шагом l/c, и каждая полоса разделена на подобласти. 

В зависимости от краевых условий найдены решения задачи в первой временной по-
лосе, а для определения показателей в последующих полосах предложен алгоритм исполь-
зования полученных формул. 

Для постоянных значений функций, фигурирующих в краевых условиях, получены 
рекуррентные формулы для вычисления давления и массового расхода в подобластях 
временных полос. 

Представлены численные результаты по истечению газа из элементарного участка, 
входное сечение которого закрыто. Выявлены закономерности распространения волн раз-
ряжения и уплотнения, образованные в начале истечения газа из элементарного участка 
газопровода.  
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Хужаев И.К., Ахмаджонов С.С., Аминов Х.Х. Газ қувури чизиқли қисми ҳақидаги масалани қисм 

охиридан ташқи муҳитга газ оқиб чиқиши ҳоли учун ечишга характеристикалар усулини қўллаш 
Аннотация. Газ қувурининг қисқа чизиқли қисмида газ ҳолатининг гиперболик тенгламалари дои-

расида ва штуцер орқали участка охиридан газ чиқишига доир масала Н.Е.Жуковскийнинг газнинг оқиб 
чиқиши тезлигига оид формуласидан фойдаланиб шакллантирилди. Тенгламалар газ масса сарфини 
киритиш орқали чизиқлаштирилди ва характеристикалар усули билан ечилди. Кичик қўзғалишларнинг уча-
стка узунлигини тўлиқ босиб ўтишига сарфланадиган вақтга тенг шартли давр учун киришдаги масса 
сарфи берилган ҳолатига мос босим, масса сарфи ва оқим тезлигини ҳисоблаш формулалари олинди. 
Вақтнинг кейинги шартли даврларида газ босими, масса сарфи ва тезлигини ҳисоблаш учун рекуррент 
формулалар таклиф этилган. Бошланғич ва чегаравий шартларда қатнашувчи функцияларнинг ўзгармас 
қийматлари учун айрим ҳисоблаш натижалари келтирилган. Газ қувури чизиқли қисмидан газ оқиб 
чиқишининг бошланишида ҳосил бўлган зичланиш ва сийракланиш тўлқинлари тарқалиши қонуниятлари 
аниқланган. 

Калит сўзлар: газ қувури; квази бир ўлчовли тенгламалар; импульс; масса; кичик қўзғалишлар; 
характеристикалар; рекуррент формулалар. 
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Khujaev I.K., Akhmadjonov S.S., Aminov Kh.Kh. Application of the method of characteristics to solve 
the problem about the elementary section of the gas pipeline when out of gas from its end to the environment 

Abstract. Within the framework of hyperbolic equations of state of gas on a short elementary section of a 
gas pipeline and with the involvement of N.E. Zhukovsky on the rate of gas outflow, as a boundary condition, the 
problem of gas outflow from the end of the section through the choke was formulated. The equations are linearized 
by introducing the mass flow rate of the gas and solved by the method of characteristics. For the case of specifying 
the input mass flow rate of gas, formulas for calculating the pressure, mass flow rate and gas flow rate are obtained 
for the first conditional time period, which corresponds to the travel time of small disturbances over the entire 
length of the section. Recurrent formulas are obtained for calculating the values of pressure, mass flow rate and gas 
velocity in subsequent conditional periods in time. Some numerical results of calculations obtained for constant 
values appearing in the boundary conditions of functions are presented. The regularities of the propagation of 
waves of rarefaction and compaction, formed at the beginning of the outflow of gas from an elementary section of 
the gas pipeline, are revealed. 

Keywords: gas pipeline; quasi-one-dimensional equations; momentum; mass; small disturbances; 
characteristics; recurrent formulas. 
 
УДК 621.01:631.358:633.51  

ВЛИЯНИЕ МАССОВОЙ КОНЦЕНТРАЦИИ ХЛОПКА НА ЭФФЕКТИВНОСТЬ 
ПНЕВМОТРАНСПОРТНОЙ СИСТЕМЫ ХЛОПКОУБОРОЧНОЙ МАШИНЫ 

Маликов З.М., Йулдашев А.Т., Кулдошев Д.А., Маликов Б.З. 
Институт механики и сейсмостойкости сооружений им. М.Т.Уразбаева АН РУз, Ташкент, Узбекистан 

E-mail: malikov.z62@mail.ru 
 

Аннотация: В статье рассмотрено численное исследование влияния концентрации смеси воздуха с 
хлопком и удельного веса воздуха на эффективность работы пневмотранспортной системы хлопкоубороч-
ной машины. Показано, что с ростом концентрации смеси воздуха с хлопком увеличивается его объемный 
вес по сравнению с чистым воздухом, который проходит в одну секунду по сечению трубопровода, что при-
водит к повышению потребляемой мощности привода вентилятора. Установлено, что с увеличением 
удельного веса воздуха, связанным с перепадом температуры окружающей атмосферы, также растет 
объемный вес воздуха, приводящий к увеличению потребляемой мощности привода вентилятора. Числен-
ными расчетами определено, что при концентрации смеси воздуха µ=0.2 и полноте машинного сбора 
P=0.88 эффективно работает пневмосистема хлопкоуборочных машин без потерь на землю из приемной 
камеры при раскрытии урожайности хлопка до 2875 кг/га.  

Ключевые слова: пневмотранспорт; воздух; хлопок; смеси; концентрация; центробежный вентиля-
тор; численные исследования; скорость воздуха. 

 

Введение 
В хлопкоуборочных машинах хлопок, собранный уборочными аппаратами, транс-

портируется в бункер-накопитель воздушным потоком. Воздушный поток в пневмотранс-
порте может быть образован в результате работы всасывающего вентилятора либо за счет 
эффекта инжекции потока. Конструктивные решения этих принципов образования потока 
воздуха отличаются друг от друга, а также различны их потребляемые энергии [1–12]. Ак-
туальными задачами для пневмотранспортной системы являются повышение производи-
тельности и минимизация потребляемой энергии. Поэтому в данной статье проводится 
анализ влияния массовой концентрации и удельного веса воздуха на эффективность 
транспортировки для хлопкоуборочных машин МХ-1,8 и МХ-2,4 [13–21]. 

Как известно, машинный сбор хлопка-сырца в Республике Узбекистан начинается с 
октября по ноябрь. В эти месяцы перепады температуры могут быть от +100 С до +350 С. 
При таких перепадах температуры удельный вес воздуха также может изменяться ощути-
мо (табл.1). 

Таблица 1 
Изменение удельного веса воздуха в зависимости от изменения температуры окружающей среды  

при нормальном давлении 
t0

c 100 С 200 С 300 С 400 С 

ρ, kg/m3 1.247 1.205 1.165 1.128 
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По мнению авторов настоящей статьи, влияние данного фактора на эффективность 
пневмотранспортной системы хлопкоуборочной машины еще не изучено. 

В настоящее время машинный сбор хлопка-сырца осуществляется одноразовым сбо-
ром и начинается при раскрытии урожайности свыше 90% хлопка. Известно, что для 
обеспечения эффективной работы пневмотранспортной системы двухрядной хлопкоубо-
рочной машины производительность вентилятора должна соответствовать Q=2.2 м3/с при 
концентрации смеси µ=0.2 по рекомендациям ГСКБ по машинам для хлопководства. Рас-
ход воздуха в каждом воздуховоде должен составлять Q=0.55 м3/с. Между тем для одно-
разового машинного сбора определение допустимой раскрытой урожайности хлопка (Gp) 
при изменении концентрации смеси воздуха µ=0–0.2 также не изучено. Поэтому в на-
стоящей статье проводятся численные исследования оценки влияния концентрации и 
удельного веса хлопка на эффективность работы пневмотранспортной системы хлопко-
уборочной машины. 

 

Материалы и методы 
В пневмотранспортной системе хлопкоуборочной машины для составления кинема-

тики долек хлопка учтены изменения удельного веса хлопка в зависимости от температу-
ры окружающей среды и массовой концентрации хлопка в зависимости от раскрытна 
урожая. На основе составленной математической модели определено изменение потреб-
ляемой мощности привода вентилятора. С помощью пакета программ ANSYS FLUENT по-
лучена 3D-картина динамики двухфазной смеси. 

 

Основная часть и результаты 
Математические расчеты проведены на основе составленных математических моде-

лей с учетом агротехнических показателей машинного одноразового сбора.  
Для проведения численных исследований приняты следующие данные: 
– Gp=2000–5000 кг/га – расчетная раскрытая урожайность хлопка; 
– Vm=4.2 км/ч=1.16 м/с – скорость машины; 
– n=2 количество трубопроводов для транспортировки хлопка; 
– ρ=1.2 кг/м3 – удельный вес воздуха при температуре окружающего воздуха t=200С;  
– B=0.9 м – ширина междурядья; 
– P=0.88, 0.91, 0.93 – коэффициент полноты машинного сбора; 
– 1 га = 104 м2; 
– Gb=Q·ρ=0.55·1.2=0.66 кг/с – расход воздуха в одном трубопроводе. 
На основании принятых исходных данных определим массовый расход хлопка, про-

ходящего в одном трубопроводе:  
,bm GG   кг/с.                                                          (1) 

С другой стороны, данный параметр можно определить по агротехническим показа-
телям машинного сбора: 

,
10 4




n

PVBG
G mp

m
 кг/с.                                              (2) 

Из выражений (1) и (2) определим раскрытую урожайность хлопковых полей ма-
шинного сбора: 

,
10 4

PVB

nG
G

m

b
p 





кг/га.                                                 (3) 

Согласно выражению (3), определяем допустимую раскрытую урожайность для эф-
фективной работы пневмосистемы в одноразовом машинном сборе без потерь хлопка на 
землю из приемной камеры. Результаты представлены в табл.2. 

С повышением массовой концентрации хлопка более µ=0.2 увеличиваются потери 
хлопка на землю из приемной камеры. С целью исключения этого явления необходимо 
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увеличить объем всасывающего воздуха для одного трубопровода более Q=0.55 м3/с. Это 
соответственно требует увеличения оборота вентилятора, которое приводит к таким нега-
тивным явлениям, как повышение повреждаемости семян хлопка и потребляемой мощно-
сти вентилятора. Данное явление подтверждается и проведенными численными расчетами 
с использованием программы ANSYS FLUENT. 

Таблица 2 
Допустимая раскрытая урожайность в зависимости от концентрации смеси воздуха 

 при междурядье В=0.9 м для эффективной работы пневмотранспортной системы 

µ 0 0,05 0,10 0,15 0,20 
P=0.88 0 719 1437 2157 2875 
P=0.91 0 695 1389 2084 2778 Gp, кг/га 
P=0.93 0 680 1361 2041 2722 

 

Для расчета динамики воздушного потока в пакете программ ANSYS FLUENT была 
выбрана модель турбулентности k-ωSST [22]. Авторы статьи сделали выбор, остановив-
шись на этой модели, так как в ней воссоединились все достоинства моделей k-ε и k-ω. 
Следовательно, она является достаточно надежной и эффективной в предсказании слож-
ных турбулентных явлений.  

На рис. 1 показана 3D-модель приемной камеры, а на рис. 2 – расчетная 3D-сетка для 
приемной камеры. Количество расчетных ячеек достигало 375 000. 

  
Рис.1. 3D-модель приемной камеры Рис.2. Расчетная 3D-сетка приемной камеры 

 

Для проведения расчета 
на выходе задавался расход воз-
духа Q1=0.47м3/с. Распределение 
скорости по высоте входящего 
потока в камеру из боковой ще-
ли определялось опытным пу-
тем, показанным на рис. 3. 

На рис. 4–5 представлены 
результаты расчетов. На рис. 5 
изображены линии тока воз-
душного потока. Как установле-
но, в нижней части камеры ско-
рость воздуха составляет не бо-
лее 6–7 м/с. Следовательно, та-
кую конструкцию приемной камеры можно считать неэффективной, так как большая ве-
роятность того, что хлопок в нижних частях камеры будет выпадать на землю. 

Для подтверждения указанного, в статье проведено также исследование кинематики 
хлопковых долек. При моделировании кинематики долек хлопка влиянием их на динами-

 
Рис.3. Распределение скорости воздуха, поступающего из боковой щели 



 78 

ку воздуха пренебрегалось, так как массовый поток хлопка существенно меньше, чем по-
ток воздуха.  

  
Рис.4. Скорости потока в приемной камере Рис.5. Распределение скорости долек хлопка 

На рис. 5 представлены скорости хлопковых долек. Размеры долек хлопка варьиро-
вались от 40 до 60 мм. Для расчета динамики долек использовалась модель взаимодейст-
вия Ишии-Зубера [23]. Кроме того, учитывались подъемная сила Сеффмена [24] и сила 
градиента давления [25]. 

Из рис. 5 видно, что хлопковые дольки в нижних областях камеры имеют довольно 
маленькие скорости. Данное обстоятельство указывает на то, что приемные камеры имеют 
низкую эффективность.  

Проведенные эксперимен-
тальные замеры показали, что 
скорость потока воздуха, входя-
щего из щели, практически не за-
висит от расхода воздуха на вы-
ходе. На рис. 6 представлены по-
тери при различном удельном ве-
се долек хлопка в зависимости от 
расхода воздуха на выходе. 

Анализ рис. 6 показывает, 
что расход воздуха для одной 
приемной камеры должен быть не 
менее 0.5 м3/с. Например, при 

производительности 0.47 м3/с выпадения хлопка из приемной камеры на землю составля-
ют: при удельном весе дольки хлопка при γ=15 кг/м3 – 0.56%, γ=25 кг/м3– 1.72%, 
γ=35 кг/м3– 3.04% и при γ=45 кг/м3– 4.61%.  

Как известно, до настоящего времени научная литература не располагает сведения-
ми по изучению влияния удельного веса воздуха и концентрации смеси воздуха на изме-
нение объемного веса смеси, проходящей в одну секунду по трубопроводу пневмотранс-
портной системы хлопкоуборочной машины. Изменение же объемного веса смеси влияет 
в конечном итоге на потребляемую мощность привода вентилятора. 

С целью определения влияния удельного веса воздуха и концентрации смеси воздуха 
на изменения объемного веса смеси примем вес дольки хлопка Gd =1.0 г, размеры в виде 
растянутого цилиндра длиной ℓ=7.5 см и диаметром d=3.3 см [26]. 

Определим удельный вес растянутой дольки хлопка ,
4

2

xd

d
G 

  кг. 

Следовательно, 

 
Рис.6. Потери при различном удельном весе долек хлопка в зависимо-

сти от расхода воздуха 
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В дальнейшем для упрощения примем удельный вес хлопка γx= 15.0 кг/м3. 
1) Объемный расход воздуха Vv, проходящего в одном трубопроводе, можно 

определить по формуле 

,
4

2

vv

d
V 

  м3/с.                                              (5) 

Здесь d – диаметр трубопровода, м (d = 0.175 м); ϑv –скорость воздуха (ϑv=25 м/с);  
2) Qv– объемный вес воздуха, проходящего в одном трубопроводе в одну секунду без 

хлопка – сырца 
 vv VQ ,                                                                 (6) 

где ρ – удельный вес воздуха (ρ=1.12–1.24 кг/м3); 
3) Qxl– объемный вес хлопка, проходящего в одном трубопроводе в одну секунду 

,vxl QQ   кг/с.                                                                    (7) 
Здесь µ–концентрация хлопка в воздушной смеси (µ=0–0.4); 
4) Vxl–объем хлопка, проходящего в одном трубопроводе в одну секунду в воздушно- 

хлопковой смеси: 

,
x

xl
xl

Q
V


  м3/с,           (8) 

где γx–удельный вес растянутой дольки хлопка (γx=15 кг/м3); 
5) V’

v– объемный расход воздуха:  
,'

xlvv VVV   м3/с;           (9) 
6) ϑ’

v–скорости воздушного потока: 

,
4

2

''
'

d

V

F

V vv
v 





  м/с;             (10) 

7) Q’
v–массовый расход воздуха: 

,''  vv VQ    кг/с;                (11) 
8) (Q’

v + Qx) – массовый расход воздушно-хлопковой смеси. 
На основании выражений (5) – (11) заполняем табл.3. 

Таблица 3  
Изменение показателей пневмотранспортной системы в зависимости от изменения концентрации 

смеси и удельного веса воздуха  
µ 0 0.10 0.20 0.30 0.40 
ρ- 

плот-
ность 
воз- 
духа 
кг/м3 

1.12 1.16 1.20 1.24 1.12 1.16 1.20 1.24 1.12 1.16 1.20 1.24 1.12 1.16 1.20 1.24 1.12 1.16 1.20 1.24 

Qv 

 кг/с 
0.672 0.696 0.720 0.744 0.672 0.696 0.720 0.744 0.672 0.696 0.720 0.744 0.672 0.696 0.720 0.744 0.672 0.696 0.720 0.744 

Q’
v 

 кг/с 
0.672 0.696 0.720 0.744 0.666 0.690 0.714 0.738 0.662 0.685 0.708 0.732 0.656 0.679 0.702 0.725 0.652 0.672 0.696 0.719 

Qxl 

 кг/с 
0 0 0 0 0.0672 0.0696 0.0720 0.0744 0.1344 0.1392 0.1440 0.1488 0.2016 0.2088 0.216 0.2232 0.2688 0.2784 0.2880 0.2976 

xlv QQ   

кг/с 
0.672 0.696 0.720 0.744 0.733 0.759 0.786 0.812 0.796 0.824 0.852 0.881 0.857 0.887 0.918 0.948 0.921 0.950 0.984 1.016 

Vv,  
м3/с 

0.6 0.6 0.6 0.6 0.6 0.6 0.6 0.6 0.6 0.6 0.6 0.6 0.6 0.6 0.6 0.6 0.6 0.6 0.6 0.6 

Vxl,  
м3/с 

0 0 0 0 0.0045 0.0047 0.0048 0.0049 0.0090 0.0093 0.0096 0.0099 0.0135 0.0139 0.0144 0.0149 0.0179 0.0185 0.0192 0.0198 

V’
v,  

м3/с 
0.6 0.6 0.6 0.6 0.5955 0.5953 0.5952 0.5951 0.5910 0.5907 0.5904 0.5901 0.5865 0.5861 0.5856 0.5851 0.5821 0.5815 0.5808 0.5801 

ϑ’
v, 

 м/с 
25 25 25 25 24.81 24.80 24.80 24.79 24.62 24.61 24.60 24.58 24.41 24.40 24.37 24.37 24.25 24.21 24.16 24.16 
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Анализ и обсуждение  
Анализ табл. 3. показывает следующее: 
увеличение плотности воздуха от 1.12 до 1.24 кг/м3, которое равносильно уменьше-

нию температуры окружающего воздуха от +300 С до +100, приводит к увеличению веса 
воздушного потока от 0.672 до 0.744 кг/с. Это способствует увеличению потребляемой 
мощности привода вентилятора в 0.744:0.672=1.107 раза т.е. на 10.7%; 

увеличение концентрации смеси воздуха от µ=0 при ρ=1.12 кг/м3 приводит к умень-
шению скорости воздушного потока от 25 до 24.25 м/с, а при ρ=1.24 кг/м3 – от 25 до 24.16 
м/с; 

с увеличением концентрации смеси от µ=0 до µ=0.4 и изменением удельного веса 
воздуха от ρ=1.12 до ρ=1.24 кг/м3 объемный расход воздуха почти не меняется и остается 
постоянным – 0.6 м3/с;  

с увеличением концентрации хлопка от µ=0 до µ=0.4 при удельном весе воздуха 
ρ=1.12 кг/м3 уменьшается объемный расход воздуха Vv от 0.6 до 0.5801 м3/с; 

с увеличением концентрации хлопка от µ=0 до µ=0.4 и удельного веса воздуха 
ρ=1.12 кг/м3 увеличивается объем хлопка в смеси Vxl=0–0.0179 м3/с.  

с увеличением концентрации смеси от µ=0 до µ=0,4 при ρ=1.12 кг/м3 увеличивается 
вес хлопка в смеси Qxl=0–0.268 кг/с. Анализ табл. 3. показывает, что с увеличением кон-
центрации смеси от µ=0 до µ=0.4 увеличивается вес смеси (Q’

v+Qxl) от 0.672 до 0.921 кг/с, 
а при ρ=1.24 кг/м3 – от 0.744 до 1.016 кг/с. 

 

Заключение 
1. С уменьшением удельного веса воздуха от ρ=1.24 до ρ=1.12 кг/м3, которое связано 

с повышением температуры окружающей среды от +100 С до +350 С, при концентрации 
µ=0.2 уменьшается объемный вес хлопка от 0.881 до 0.796 кг/с, что приводит к снижению 
потребляемой мощности привода вентилятора в 1.107 раза.  

2. С увеличением концентрации от µ=0 до µ=0.4 при удельном весе воздуха 
ρ=1.12 кг/м3 объемный вес хлопка увеличивается от 0.672 до 0.921 кг/с и соответственно 
повышается потребляемая мощность привода вентилятора в 0.921:0.672=1.37 раза. 
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Аннотация. Мақолада пахта билан ҳаво аралашмасининг концентрациясини ва ҳавонинг нисбий 

оғирлигини пахта териш машинасининг пневмотранспорт тизимини самарали ишлашига таъсирини сонли 
изланиши кўриб чиқилган. Пахта билан ҳаво аралашмасининг концентрацияси ортиши билан унинг ҳажмий 
оғирлиги қувурнинг кўндаланг кесими бўйлаб бир секундда ўтадиган ҳавога нисбатан ортиб бориши, нати-
жада вентилятор юритмасининг қувват сарфи ортишини кўрсатади. Атрофдаги атмосферанинг ҳарорат 
фарқи туфайли ҳавонинг нисбий оғирлигининг ортиши ҳам ҳавонинг ҳажмий оғирлигини оширади, бу эса 
вентилятор қувват сарфини ошишига олиб келади. Сонли ҳисоблашлар шуни аниқладики, ҳаво аралашмаси-
нинг концентрациясида µ=0.2 ва машина теримининг тўлиқлиги П=0.88 бўлганда пахта териш машинаси-
нинг пневмотранспорт тизими очилган пахта ҳосилини қабул камерасидан ерга тушмасдан терадиган 
ҳосилдорлик 2875 кг/га ча бўлганда самарали ишлайди.  

Калит сўзлар: пневматранспорт; ҳаво; пахта; аралашмалар; концентрация; марказдан қочма вен-
тилятор; сонли изланишлар; хаво тезлиги. 

 
Malikov Z. M., Yuldashev A. T., Kuldoshev D. A., Malikov B. Z. Influence of the mass concentration of 

cotton on the efficiency of the pneumatic transport system of the cotton harvester 
Abstract. The article considers a numerical study of the effect of the concentration of the air mixture with 

cotton and the specific gravity of air on the effective operation of the pneumatic transport system of the cotton har-
vester. It is shown that with an increase in the concentration of the mixture of air with cotton, its volume weight in-
creases in comparison with air, which passes in one second along the cross-section of the pipeline, resulting in an 
increase in the power consumption of the fan drive. An increase in the specific gravity of the air associated with the 
temperature difference of the surrounding atmosphere also increases the volume weight of the air resulting in an 
increase in the power consumption of the fan drive. Numerical calculations have determined that at the concentra-
tion of the air mixture µ=0.2 and the completeness of the machine collection P=0.88, the pneumatic system of cot-
ton harvesters works effectively with the yield of cotton fields up to 4791 kg/ha in a two-time collection and up to 
3094 kg/ha in a one-time collection. 

Keywords: pneumatic transport; air; cotton; mixtures; concentration; centrifugal fan; numerical studies; air 
velocity. 
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Аннотация. На основе аналитического обзора и изучения результатов известных исследований по-
казано, что при расчете параметров уборочного аппарата следует учитывать деформацию раскрытой 
коробочки хлопчатника как на поперечных сечениях парно расположенных барабанов, так и по высоте ра-
бочей камеры. Уточнена методика расчета расстояния между шпинделями парно расположенных шпин-
дельных барабанов. Предложена модель в виде «деформируемый шар – цилиндр». На её основе получены 
аналитические выражения для расчетов рабочей щели, шага расположения соседних шпинделей и их коли-
чества на барабане вертикально-шпиндельного аппарата. Из условия неразрывного наматывания дольки 
хлопка на шпиндель уточнены кинематические параметры полуприцепной хлопкоуборочной машины, кото-
рая будет оснащена вертикально - или горизонтально-шпиндельными аппаратами. 

Ключевые слова: хлопкоуборочная машина; уборочные аппараты; параметры; деформируемая ко-
робочка; расчетная модель. 
 

Введение 
Статья посвящена разработке методов расчета параметров функционирования вер-

тикально - или горизонтально-шпиндельных уборочных аппаратов по традиционным тех-
нологическим схемам с учетом деформации раскрытой коробочки хлопчатника в рабочей 
камере хлопкоуборочной машины.  

В хлопкосеющих хозяйствах республики широко внедряется передовой мировой 
опыт разового сбора хлопка при наибольшем раскрытии коробочек хлопчатника [1]. Раз-
работан новый республиканский стандарт O’zDst 3225-2017 методов испытания хлопко-
уборочных машин [2], предусматривающий дифференцированный подход к подготовке 
агрофона хлопкового поля под машинный сбор в зависимости от погодно-климатических 
условий. На основе данного нормативного документа при благоприятных погодных усло-
виях испытания машин должны проводиться при раскрытии коробочек 90–95% от общего 
урожая хлопчатника одним проходом с горизонтальными шпинделями или двумя прохо-
дами с вертикально-шпиндельными аппаратами туда-обратно по одним и тем же рядкам 
посева хлопчатника [3]. Создан также дробный способ сбора, когда после первого заезда 
машины по рядкам хлопчатника следующим проходом один блок аппаратов выполняет 
основной сбор, а второй добирает остатки урожая на кустах [4]. Эти способы сбора хлопка 
требуют уточнения параметров и режимов работы полуприцепной комбинированной ма-
шины.  

Влияние степени раскрытия коробочек хлопчатника на производительность работы 
хлопкоуборочной машины практическим определением количественных и качественных 
показателей собранного хлопка-сырца, волокна и семян было исследовано в работах 
Х.Х.Усманходжаева, Н.Д.Иваненко и ряда организаций, а также зарубежных авторов [5–
8]. Теоретические основы технологических процессов в уборочных аппаратах с верти-
кальными и горизонтальными шпинделями были разработаны М.В.Сабликовым, изучаю-
щим кинематику взаимодействия хлопчатника с уборочным аппаратом [9]. Моделирова-
нию динамических процессов в уборочных аппаратах и хлопкоуборочной машине различ-
ных конструкций посвящены работы А.Д.Глущенко и его учеников [10–12]. Исходя из 
рассматриваемого процесса взаимодействия коробочки хлопчатника в виде деформируе-
мого шара со шпинделями в уборочном аппарате, обоснованы параметры рабочих органов 
и режимов работы машины.  Необходимость учета предварительной деформации (сжатия) 
раскрытой коробочки хлопчатника при взаимодействии с поверхностью шпинделя была 
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рекомендована в работе Т. Абдуазизова [13] и такое взаимодействие рабочего органа и 
коробочки рассмотрено только в одной плоскости, т.е. в плоскости сечения шпинделя.  

Краткий обзор и анализ проведенных исследований показал, что для уточнения па-
раметров функционирования уборочного аппарата необходимо моделировать взаимодей-
ствия «коробочка–шпиндельный барабан» не только в сечении шпиндельного барабана, 
но и по высоте рабочей камеры аппарата.  

Методы исследования 
Параметры функционирования полуприцепной хлопкоуборочной машины, осна-

щенной как вертикально-, так и горизонтально-шпиндельными уборочными аппаратами, 
обоснованы моделированием процесса взаимодействия шпиндель–коробочка в простран-
стве, базирующегося на методах аналитической геометрии, векторной алгебры, теорети-
ческой и прикладной механики, теории механизмов и хлопкоуборочных машин. При этом 
раскрытая коробочка смоделирована в виде деформируемого шара, а шпиндель – как же-
сткое цилиндрическое твердое тело.  

Результаты и их обсуждение 
Рассмотрим традиционные технологические схемы вертикально-шпиндельного и го-

ризонтально-шпиндельного уборочных аппаратов с парой барабанов, по образующим ко-
торых расположены шпиндели или кассеты со шпинделями, и уточним параметры их 
функционирования при укомплектовании полуприцепной хлопкоуборочной машины. 

Пространственная геометрическая форма растения хлопчатника с расположением 
коробочек по его высоте в соответствующих ярусах и ширине в конусах требует разработ-
ки такой конструкции уборочного аппарата, которая позволит при необходимом доста-
точном взаимодействии с кустами извлекать наибольшее количество хлопка из раскрытых 
коробочек. На рис. 1 показана расчетная схема расположения пар шпиндельных барабанов 
на горизонтальной плоскости с указанием координатных осей ОХ, ОУ, связанных с цен-
тром левого шпиндельного барабана.  

Здесь указаны также направления движения машины вектором МV , вращения бара-
банов с частотой ω, вращения шпинделей с частотой ω1, радиусы барабана по центрам 
расположения шпинделей R, шпиндели r, центральный угол 2γ между соседними шпинде-
лями и шаг ‒ t их расположения на барабане, углы поворотов барабанов φ1 (левого) и φ2 
(правого) относительно оси ОУ, расстояния между центрами противоположных шпинде-
лей B1 и их поверхностями B=B1–2r, а также ширина рабочей щели – «b» в наиболее узкой 
части рабочей камеры аппарата и расстояние между центрами барабанов a. По заданным 
значениям этих параметров следует определить расстояние B1. 

 
Рис.1. Схема определения расстояния между шпинделями в рабочей камере аппарата 

с парно расположенными барабанами: 1 – шпиндель; 2 – барабан; 3 – съемник 
 

Для этого воспользуемся замкнутым векторным многоугольником 121 ОАОА  (см. 
рис.1) и запишем следующее равенство [14]: 
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Расстояние между центрами шпинделей на противоположных барабанах 
определяется по известной методике аналитической геометрии в виде  
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Расстояние между поверхностями противоположных шпинделей равно 
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где   12 , /z   при шахматном расположении шпинделей на противоположных 
барабанах, рад; z  – количество шпинделей на барабане, шт.  

Выполненные расчеты на основе выражения (6) на примере параметров машины 
МХ-1.8 (R=146 мм, r=14 мм, z=12 и z=14, b=30 мм, VM=1.147 м/с, ω=12.56 с-1) показали, 
что, если в начале входа шпинделей в рабочую камеру аппарата φ1 =38º50´, когда проек-
ция вектора абсолютной скорости барабана аV  на ось OУ  равна нулю, расстояние между 

их поверхностями составило В12=167.47 мм (z=12) и В14=163.45 мм (z=14), то в наиболее 
узкой части оно равняется В12=41.22 мм и В14=37.66 мм. Как известно, зрелость коробочки 
характеризуется пористостью хлопка-сырца, [10, 12, 16]. Изучение физико-механических 
параметров высеваемых в настоящее время средневолокнистых сортов хлопчатника при 
различных раскрытиях их коробочек Н.Омоновым [15] показало, что наименьший диа-
метр раскрытой коробочки изменяется в пределах 40.67–51.2 мм (среднее значение равно 
46 мм).. Следовательно, при рабочей щели b=30 мм только барабан с количеством шпин-
делей z=14 может успешно захватывать хлопок с учетом деформации сжатия коробочки 
на уровне более 25 – 30%, рекомендованном по результатам исследований в [13]. Это по-
ложение позволило нам уточнить необходимые параметры шпинделей барабана убороч-
ного аппарата, исходя из выражения (6) [14].  

На рис. 2 показана схема деформирования наименьшей раскрытой коробочки в ра-
бочей щели вертикально-шпиндельного уборочного аппарата [16]. При этом приняты сле-
дующие допущения: 

- раскрытую пористую коробочку хлопчатника принимаем в виде шара, что под-
тверждается выполненными многочисленными измерениями её параметров [12, 14]; 

- считаем, что раскрытая коробочка (шар) расположена в середине рабочей щели, и 
не учитываем другие элементы растения хлопчатника.  

Исходя из вышеуказанного, величина деформации сжатия коробочки (шара) может 
быть определена как  

minВDd к  ,                                                                     (7) 
где Dк – диаметр недеформированной коробочки, мм; Bmin – наименьшее расстояние меж-
ду поверхностями шпинделей парно расположенных барабанов, мм.  
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Bmin определяется из выражения (6) при заданном Dк  с учетом необходимой дефор-
мации сжатия d  шара для успешного захвата хлопка зубьями шпинделя. По данным ис-
следований Т. Абдуазизова [13] в плоскости сечения шпиндельного барабана необходимая 
достаточная величина её должна составлять 25 – 30% от исходного диаметра раскрытой 
коробочки. Нами были обобщены результаты этих исследований в виде эмпирической за-
висимости между диаметром пористого шара и его деформацией под воздействием жест-
кого цилиндрического твердого тела (шпинделя) в виде [17]  

KDd  1744.0 .                                                         (8) 

При dDB K 
minmin  и 901  ,   902 была получена формула для расчета раз-

мера рабочей щели в виде 

   rRrdDb K 2sin22 222

min
  .                                          (9) 

Кроме того, была уточнена расчетная формула для расположения шага между сосед-
ними шпинделями на барабане в виде [14]:  

    22 222
min

rbrdDt K  .                                              (10) 

Расчеты показали, что при R=146 мм, r=14 мм, b=30 мм и исходя из формулы (8) при 
DKmin=46мм, шаг должен равняться t=65 мм, а количество шпинделей на барабане z=14 шт. 
Эти результаты согласуются с ранее известными экспериментальными результатами, по-
лученными в НИИМСХ М. Аугамбаевым [18].  

Исходя из расчетной схемы, приведенной на рис. 2,а, б, определено пятно контакта 
деформированной коробочки на поверхности шпинделя. Как известно, при взаимодейст-
вии деформированного шара с цилиндром на месте контакта образуется эллипсоид, пока-
занный на рис. 2,в.  

Параметры его характеризуются большой h1 и малой h2 полуосями. Их значения оп-
ределяются, исходя из ΔOKKF1 (рис. 2,б), ΔO1AE и ΔOKKE (рис. 2,а), где OK=DK/2=rK (ра-
диус коробочки), O1A=r, OKO1=ℓ, OKF=rK–Δ, Δ=d/2, F1K=h1 и AE=h2. Здесь приводим ко-
нечные результаты по расчету этих параметров в виде [16] 
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где Δ – значение сжатия коробочки со стороны шпинделя, мм; ℓ – расстояние между цен-
трами шара (раскрытой коробочки) и цилиндра (шпинделя), мм.  

Отпечаток шара на цилиндре проявляется в виде дуги ABC  (см. рис. 2,а) с цен-
тральным углом 2α на сечении цилиндра, поэтому при известном h2 длина дуги будет рав-

на  222  hh  и 
r

h2arcsin . 

На рис. 2 показана поверхность цилиндра с рабочими витками захватывающего эле-
мента шпинделя в виде зубчатой ленты, навитой по винту. Для надежного захвата хлопка 
значение ширины ленты δ должно быть меньше, чем 2h1. Для вышеприведенных исход-
ных данных наибольшая величина полуоси эллипса получена равной 2h1=26 мм, а ширина 
существующей зубчатой ленты или одного витка захватывающего элемента равна 
δ=16 мм. Следовательно, имеется резерв по увеличению ширины зубчатой ленты и 
уменьшению ее толщины до определенной оптимальной величины, не снижая при этом 
прочности захватывающего элемента составного шпинделя. Ранее такие исследования 
проведены в ИМиСС совместно с НПО «Технолог» [19, 20] и их результаты согласуются с 
приведенными здесь расчетными данными.  
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Следующий этап уточненных расчетов направлен на определение кинематических 
режимов работы полуприцепной хлоп-
коуборочной машины.  

Предельная скорость разрыва 
дольки хлопка раскрытой коробочки 
по опытным данным ряда исследова-
телей [13, 15] изменяется от 1.65 до 2.1 
м/с при различных биологических сор-
тах хлопчатника (средне- и длинново-
локнистые). Приравняв ее к скорости 
наматывания дольки на шпиндель в 
процессе сбора хлопка, можно опреде-
лить частоту вращения шпинделя: 

а нV r  ,                       (13) 
где ωa – частота вращения оси шпин-
деля при наматывании дольки хлопка, 
с-1; Vн – скорость наматывания дольки 
на шпиндель, м/с. 

Как известно [10, 11], приводной 
ролик с радиусом качения rp шпинделя 

является сателлитом планетарного механизма передачи, и при заданном радиусе барабана 
R передаточное число равно i=R/rp. Тогда частота вращения вала барабана определяется: 

/ а р
а

r
i

R






 ,                                                          (14) 

а линейная скорость барабана по центру шпинделя равна 
U R   или .а рU r                                                 (15)   

Как отмечалось, скорости барабана U и машины Vм связаны через коэффициент опе-
режения (кинематический коэффициент) барабана k=U/Vм. При заданном k скорость ма-
шины определяется в виде 

а р
м

r
V

k

 
 .                                                              (16) 

Если принять известные данные [10 – 14], т. е. Vн=1.65–2.1 м/с и rp=13 мм, k=1.3–1.5, 
то получим VM=1.03–1.5 м/с или VM=3.7–5.4 км/ч. Следовательно, при ωа=118–150 с-1 час-
тота вращения вала барабана изменяется в пределах 10.5–13.35 с-1 (100–127.5 мин-1), а 
скорость машины становится равной 3.7–5.4 км/ч. Для существующей кинематической 
схемы с учетом передаточных отношений между шестернями приводов в уборочном ап-
парате частота вращения съемника будет находиться в пределах 1540–1963мин-1. Заметим, 
что рабочие скорости движения машин типа МХ находятся в пределах этих расчетных 
значений. Но частота вращения барабана на 1-й скорости увеличена на 20–30%, что тре-
бует корректировки ее в сторону снижения до указанных расчетных величин.  

Горизонтально-шпиндельный аппарат имеет конструкцию, более приспособленную 
к пространственной форме растения и условиям сбора хлопка. Аппарат состоит из двух 
последовательно расположенных шпиндельных барабанов, съемников хлопка и увлажни-
телей шпинделей. Барабан – это ротор, на валу  которого установлены диски, являющиеся 
опорами кассет. В кассетах консольно установлены горизонтальные шпиндели с кониче-
ской зубчатой поверхностью – рабочая часть, взаимодействующая с коробочками хлоп-
чатника, а другой конец шпинделя заканчивается конической шестерней привода его вра-
щения. На рис. 3,а и б показаны принцип действия (а) одного барабана 2 со шпинделями 
3, съемника 4, увлажнительной подушки 5 уборочного аппарата и кинематическая схема 

 
Рис.2. Схема взаимодействия шпинделей с коробочкой хлоп-

чатника в пространстве:  а – горизонтальная; б – фронтальная; в 
– профильная проекции 
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привода шпинделей, валов барабана и съемника [12]. При этом (рис. 3,б) двенадцать кас-
сет: 8 – с рычагами – 7 – расположены по периферии ротора 4, образуют шпиндельный 
барабан. При этом на объемный пространственный куст, сжатый до ширины 75–80 мм ра-
бочей камерой аппарата, проникает большое количество (72 шт.) шпинделей, вращаю-
щихся вокруг собственных горизонтальных 15 и совместно с барабаном вокруг верти-
кальных осей кассеты 14 и барабана 4, ролик 24, рычаги кассеты, взаимодействующей с 
неподвижным кулачком, обеспечивают шпинделям целенаправленное перпендикулярное 
возвратно-поступательное движение относительно посева хлопчатника [12]. 

  
Рис. 3. Технологическая и кинематическая схемы горизонтально-шпиндельного аппарата с одним барабаном, приводами 

шпинделей и вала съемника, где z1=z5=104; z2=13; z6=94; z7=95; z10=38; z11=160; z12=94; z13=42; z3=21; z6=94; z4=18 [12, 
21] 

 

Несмотря на обеспечение полноты сбора хлопка более 90% за однократный проход 
по рядкам посева хлопчатника горизонтально-шпиндельной машиной и увеличение про-
изводительности в 1.8–2.0 раза при 2-рядном исполнении в сравнении таким же типом 
вертикально-шпиндельной машины, комплексные испытания различных конструкций 
хлопкоуборочных машин в Центр сертификации и испытания (ЦИТТ) техники и техноло-
гии сельского хозяйства при МСХ РУз (ранее САМИС, УзМИС) позволили оценить не 
только агротехнические и экономические, но и энергетические показатели [8]. 

Так, затраты на функционирование этой машины больше по сравнению с вертикаль-
но-шпиндельной или комбинированной селективной машинами (энергетический модуль – 
полуприцепная конструкция плюс горизонтально-шпиндельный аппарат) в 1.8–2.0 раза, на 
пневмотранспортную систему – в 2.0–2.5 раза и передвижение машины – в 1.5 раза. 
Удельный расход топлива на 1 га убранной площади – до 1.8 раза, а на 1 т собранного 
хлопка – в 1.6 раза больше, чем отечественные машины. Осуществление второго сбора 
машиной с горизонтально-шпиндельными аппаратами экономически нецелесообразно из-
за большого количества расхода горюче-смазочных и других комплектующих материалов 
(расход увеличивается в 3 раза) [8]. Поэтому комплектование полуприцепных хлопкоубо-
рочных машин уборочными аппаратами горизонтально-шпиндельного типа и разработка 
унифицированной пневмотранспортной системы машины позволяют создать экономиче-
ски эффективные селективные машины, которые дают вожможность обеспечить функ-
циональные показатели их в рамках O’zDst 3225-2017 [2].  

В этом направлении под руководством академика А.Д. Глущенко были проведены 
обстоятельные исследования, которые отражены в опубликованной монографии [12]. Ре-
зультаты этих исследований позволяют рассчитать рациональные режимы работы хлоп-
коуборочной машины типа МХ с горизонтально-шпиндельными аппаратами.  

Для осуществления сбора хлопка современные полуприцепные машины типа МХ 
функционируют в двух рабочих скоростях: Vм=4.13 км/ч (Vм=1.147 м/с) при первом про-
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ходе и Vм=5.32 км/ч (Vм=1.48 м/с) при втором проходе. Эти скорости будут исходными 
данными при дальнейших уточненных расчетах. Как известно, скорости машины (Vм) и 
шпиндельного барабана (Vб) в уборочном аппарате у горизонтально-шпиндельных машин 

взаимно синхронизированы, т. е. мб VV  . На примере кинематической схемы привода 

шпинделя и вала съемника, показанной на рис. 3,б и 4 [12], выполним расчеты режимов 
работы полуприцепной машины. 

Машина Case-2022 на первом сборе имеет скорости движения 5.6 км/ч (1.556 м/с) и 
наибольшая частота вращения барабана равна ωб=16.54 с–1 или nб=158 об/мин [12]. При 
линейной скорости оси кассеты на барабане равной Vб=16.54∙0.12382=2.048 м/с, опереже-

ние ее оси относительно скорости машины 
равно к=1.316. Угол входа кассеты со шпин-
делями в рабочую зону уборочного аппарата 
α=arcsin 1/к, при к =1.316, α2=49°30¹. Если 
центральный угол между соседними кассета-
ми  3012/360/3602  N , то в рабо-
чей зоне будут находиться 4 кассеты. Следо-
вательно, общее число шпинделей в рабочей 
зоне при опережении 1.316 равно 144 шт. Для 
последующих расчетов будем основываться 
на количестве кассет в одном барабане N=12 
на барабане и шпинделей в двух барабанах 
zш=144. 

В работе [12] приведена данная кинема-
тическая схема (см. рис. 3,б) и описана схема 
привода этого барабана. Эти исходные дан-
ные были использованы при расчете режимов 

работы полуприцепной машины с горизонтально-шпиндельным аппаратом, так как маши-
на МХ-1,8ГВ была укомплектована аппаратами фирмы Case [21].  

Исходя из ранее проведенных исследований и расчетных формул [12], осуществим 
уточнение частот вращения шпинделей и валов съемников при условии синхронности 
скорости барабана и машины, т.е. Vб = Vм= 1.48 м/c и при частоте вращения вала барабана 
nб=n4=150 об/мин использованием схемы, которая показана на рис. 4.  

Основываясь на расчетную методику, приведенную в [12], определяем частоту вра-
щения солнечного колеса с числом зубьев Z1 при nб=150 об/мин: 

11 6
1

10 5

160 94
150 570,85 / ,

38 104б
Z Z

n n об мин
Z Z

                                 (17)  
 

и окружную скорость точки на диаметре ее делительной окружности 

1
1 1 5 570,85 0,11 6,572 / с.

30 2 30

M
V n Z м

 
        .                        (18)  

          
Определяем окружную скорость точки на оси вращения валов 14 кассет 

150 0,12382 1,944 / с.
30 30б б бV n м
                                         (19)  

         
 

С учетом схемы (см. рис. 3,б) определяем расстояние Xц, где размещается мгновен-
ный центр ОЦР вращения валов 14 кассет из условия 

б

б

б

ц

VV

R

V

X





1

1
,                                                     (20) 

Отсюда на основе известных расчетных данных расстояний ρб=123.82 мм, R1=110.14 
мм [12] определим: 

 
Рис. 4. Планы скоростей для первого шпиндельного  

барабана горизонтально-шпиндельного аппарата [12] 
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Далее определяем угловую скорость вала кассеты 
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и частоту вращения шпинделя 

3

4

21
3232, 4 3771 / .
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                               (23) 

Находим расчетную частоту вращения вала съемника 
5

20 1
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104
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42с
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Z

                        (24) 

В нижней части рис. 4 показано направление скорости V3C зубьев шпинделя в зоне 
съема аппарата хлопкоуборочной машины (со стороны вала съемника, к которому подхо-
дят эти шпиндели). На примерах рабочих скоростей движения трактора, способствующих 
неразрывности дольки при наматывании на шпиндель, выполнен расчет режимов работы 
машины МХ-1,8ГВ, который приведен в виде таблицы.  

 

Расчетные значения кинематических параметров уборочного аппарата и полуприцепной  
хлопкоуборочной машины с горизонтальными шпинделями при заданной Vм 

 
Скорость движения  машины Vм, м/с (км/ч) 1.147 (4.13) 1.305 (4.7) 1.48 (5.32) 
Частота вращения барабана nб, об/мин (с-1) 116.5 (12.19) 132.5 (13.89) 150 (15.7) 

Максимальная частота вращения 
шпинделя nш в рабочей зоне, об/мин (с-1) 

2896 (303.1) 3332 (348.7) 3771 (395.5) 

Частота вращения съемника nс, об/мин (с-1) 1089 (114) 1249 (130.7) 1413.5 (148) 
 

 
При выборе режимов работы машины МХ-1,8 ГВ для выполнения лабораторно-

полевых опытов в 2019–2020 гг. на полях ЦИТТ были использованы расчетные данные, 
приведенные в таблице. Для обеспечения полноты сбора хлопка на уровне требований 
O’zDst 3225-2017 [2] при разовом сборе хлопка при скорости движения машины VМ =4.13 
км/ч (по данным испытаниям – 4.3 км/ч) скорость вращения вала барабана должна быть 
117 об/мин, а при VМ =5.32 км/ч (по результатам испытаний – 5.6 км/ч [21]) nб=150 об/мин, 
nш=3880 об/мин и nс=1415 об/мин. Следовательно, результаты расчетов позволили вы-
брать рациональные кинематические режимы машины МХ-1,8.  

 

Заключение 
1. Разработана уточненная методика расчета параметров комбинированной полупри-

цепной хлопкоуборочной машины с вертикально-шпиндельными уборочными аппарата-
ми: расстояние между поверхностями противоположных шпинделей, размер рабочей ще-
ли, шаг расположения соседних шпинделей, необходимое их количество на барабане с 
учетом деформации раскрытой коробочки хлопчатника, которые направлены на повыше-
ние эффективности работы машины при разовом сборе хлопка. Расчетные данные под-
тверждаются ранее известными данными других исследователей.  

2. Для заданных кинематических параметров трактора выполнен расчет режимов ра-
бот полуприцепной хлопкоуборочной машины, оснащенной горизонтально-
шпиндельными уборочными аппаратами. Они были использованы при разработке маши-
ны МХ-1,8 ГВ. 
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Матчанов Р.Д., Ризаев А.А., Худайкулиев Р.Р. Пахта ҳосилини бир маротаба терими учун 
комбинациялашган машинанинг айрим кинематик параметрлари 

Аннотация. Адабиётлар таҳлили асосида терим аппаратидаги жуфт шпинделли барабанлар ва 
ғўзапоядаги очилган кўсакнинг ўзаро таъсирида пайдо бўладиган сиқилиш деформациясини эътиборга олиш 
зарурияти эътироф этилди. Жуфт жойлашган барабандаги шпинделлар орасидаги масофани ҳисоблаш 
усулига аниқлик киритилди ва “деформацияланган шар - цилиндр” ҳисоб модели ёрдамида вертикал 
шпинделли терим аппаратидаги жараёнларнинг геометрик ва кинематик параметрларини ҳисоблаш усули 
таклиф этилди. Шпинделга ўралаётган пахта пилтасини узилмаслик шарти асосида терим аппаратлари 
комбинациялашадиган ярим тиркама пахта териш машинаси кинематик параметрлари асосланди.  

Калит сўзлар: Пахта териш машинаси; терим аппарати; деформацияланувчи кўсак; ҳисоблаш 
модели.  
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Matchanov R.D., Rizaev A.A., Khudaykuliev R.R. Some kinematic parameters of the combined 
cotton machine at single collection of cotton 

Abstract. An analytical review and analysis of the results of known studies showed that when calculating the 
parameters of the harvester, the deformation of the opened cotton balls should be taken into account, both on the 
cross sections of the paired drums and on the height of the working chamber. The method of calculating the distance 
between the spindles of the paired spindle drums has been clarified and a model in the form of a “deformable 
sphere – cylinder” has been proposed and based on it analytical expressions have been obtained for calculating the 
working slot, the pitch of the location of neighboring spindles and their number on the drum of the vertical spindle 
apparatus. The kinematic parameters of the semi-trailer cotton harvester, which will be equipped with vertical or 
horizontal spindle machines, are specified on the condition of continuous winding of the cotton slice onto the spin-
dle.  

Keywords: mechanical cotton picker; harvest devices; parameter; deformable ball; settlement model. 
 

УДК 624.131 

РАСЧЁТ УСТОЙЧИВОСТИ И ПРЕДЕЛЬНОЙ НАГРУЗКИ 
ГРУНТОВОГО ПОЛОТНА 

Хасанов А.З., Хасанов З.А., Курбанов Б., Набиева Н.А., Тошмукумов Б.Ж. 
Самаркандский государственный архитектурно-строительный институт, Самарканд, Узбекистан 

E-mail: uzssmge@gmail.com  
 
Аннотация. В статье рассматривается задача о предельном состоянии и устойчивости грунтово-

го основания. На база предложенной авторами схемы разрушения наклонной призмы ими получено новое 
решение предельного состояния основания и определения критической нагрузки на грунт.  

Ключевые слова: угол внутреннего трения; устойчивость основания; krizek; касательная напря-
жения. 

 
Известно, что несущая способность основания под нагруженной поверхностью рас-

считывается, исходя из двух принципиальных положений: 
 метода Терцаги [1], основанного на возникновении предельной поверхности сдвига 

вдоль уплотненного клина под фундаментом. Считается, что поверхность сдвига AB от-
клонена от подошвы фундамента на угол φ; 

 метода полной потери устойчивости [2, 3]. В этом случае в основании возникают 
сплошные поверхности сдвига, провоцирующие по три устойчивости основания. 

По первому методу предельная нагрузка на грунт от распределенной ленточной, 
квадратной и круглой внешней нагрузок определяется по следующим выражениям: 

  ,25.0 1111
 NbqNNcq qcu     ,24.03.1 1111

 NbqNNcq qcu   

  ,23.03.1 1111
 NbqNNcq qcu                                                (1) 

где 3/21 c  и 3/21  ; Nc
1, Nq

1 и Nγ
1 – коэффициенты, определяемые в зависимости от 

угла внутреннего трения. В случае φ1= 0 и τ = c1; Nγ
1 = 5.7; Nq

1 = 1; Nc
1 = 5.7. 

Krizek предложил эти коэффициенты уравнений (1) определять по следующим вы-
ражениям: 
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Авторы статьи рекомендуют определять эти коэффициенты по следующим форму-
лам: 

 ,8.1
1011  eN c   114.01 3.0  eNq  и  .035

114,01 


 eN                           (3) 

По второму методу предельная нагрузка на грунт от распределенной, внешней на-
грузки определяется по выражениям 

,qqqq qcu     1111 2
2

1
 NbqNNcq qcu  ,                                (4) 
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где Nc
1, Nq

1 и Nγ
1 – коэффициенты, определяемые в зависимости от угла внутреннего тре-

ния. 

  ;cot1 111  qc NN   1tan
1

21

2
45tan  








 eNq  
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  1111 4.1tan1   qNN .                                                   (5) 

Задача Л. Прандтля и Г. Рейснер рассмотрена в [4] и получила следующее выражение: 
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Исходя из проведенных исследований [5], будем считать, что  на основание действу-
ет среднее напряжение, равное предельному состоянию qu. По бокам имеется пригруз, 
равный величине q2. Величина природного давления q1 на поверхности ВС 

 tgbq1 , 
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Устойчивость уплотненного клина под фундаментом обеспечивается как за счет 
прочности упорного наклонного пласта (I), с одной стороны, так и пригруза грунта АССI 
(II) – с другой. 

В этой задаче в отличие от вышеизложен-
ных в качестве критерия устойчивости принима-
ется условие прочности наклонной прямоуголь-
ной призмы (I) (рис.1). Принято условие, что на 
грани призмы действуют главные напряжения: σ1 

– со стороны уплотненного клина и σ3 – со сто-
роны наклонного профиля, который начинается с 
краю нагруженной поверхности. На наклонную 
поверхность действует распределённая нагрузка 
(пригруз) q2. Определим условие прочности и ус-
тойчивости упорного наклонного пласта (I). 
Предполагается, что сдвиг произойдет по пло-
щадке ВС (см. рис. 1) отклоненной от главной 
площадки на угол φ* = (φ + atan(ξ)). Как показали 
наши исследования, величины касательных на-

пряжений, возникающие по подошве фундамента на этой поверхности, убывают до нуля. 
Расчетная схема представлена на рис.1. 

Определение соотношения сил, воздействующих на поверхность уплотненного 
клина. Будем считать, что на главной площадке действуют силы N1 и N2: 
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где σ1
*–главное напряжение с учетом гравитационных сил. 
Определим силы от гравитации и пригруза (II) АСЕ. 
Вес прислоненного массива  АСС1 в виде сектора от круга 

 
Рис.1. Расчетная схема для определения  

предельной критической нагрузки на грунт 
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Составим уравнения равновесия всех сил на поверхность ВС и подчиним его урав-
нению условия сдвига–Кулона 
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Обозначим 
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Предельную нагрузку на грунт определим по выражению (7). 
Поставленная задача более просто решается при помощи предложенной теории 

прочности. В соответствии с выражением (10) определим [5]:  
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.sin,cos 1   PqP                                              (14) 

В условиях предельного напряженного состояния θ=φ. В этом случае 
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Окончательно предельную нагрузку на грунт определим по выражению (8)  

.5.2
360cos

2

cos

1

cos
*

2

2

*

*

*2*2

*
1








































 







 tgb

q
btg

u              (16) 



 94 

Пример. Требуется определить предельную несущую способность основания σu. 
Исходные данные: b=2 м, плотность грунта γ=16 кН/м2, угол внутреннего трения φ=380, 
коэффициент бокового давления, по результатам трехосных испытаний ξ = 0.28. Опреде-
лим предельный угол отклонения φ* = (φ + atan(ξ)) = 38 + 15 = 530. c1 = 0. Глубина заложе-
ния фундамента d=0.5 м; q=γ·d=16∙0.5=8 кН/м. Расчет по выражению (1) составил сле-
дующее: 

  300861.781645.055.61825.0 1111   NbqNNcq qcu  кПа. 

По второму методу (4) предельная нагрузка на грунт от распределенной, внешней 
нагрузки определяется по выражению 

  1111 25.0  NbqNNcq qcu  ,   кПа24386422165.08.488 uq . 

По третьему методу (6) qu=391 кПа. 
Произведем расчет по выражению (1) с учетом различных коэффициентов. Полу-

ченные результаты приведены в табл. 1. 
Таблица 1 

Результаты расчетов предельных нагрузок на основания 

Коэффициенты Табличные данные По выражению (2) По выражению (3) 

Nc
1 77.50 27.33 71.5 

Nq
1 61.55 14.22 61.3 

Nγ
1 78.61 13.22 80.5 

qu , кПа 3008 536 2780 
 

Определение предельных нагрузок на основание по предложенному авторами мето-
ду зависит от уклона β. Результаты расчетов представлены в табл. 2. 

Таблица 2 
Результаты расчетов предельных нагрузок на основаниe, определенных по выражениям (12, 16) 

β φ ξ φ* b γ q2 d σ3 σ1
* σq K1 K2 σ1 qu 

    м кH*/м3   кПa   кПa 

0.0 38.0 0.3 53.6 2.0 16.0 8.0 0.5 8.0 137.2 43.5 4.9 3.9 50.1 142 

2.0 38.0 0.3 53.6 2.0 16.0 8.0 0.5 19.7 179.1 43.5 4.9 3.9 107.0 304 

4.0 38.0 0.3 53.6 2.0 16.0 8.0 0.5 31.5 221.0 43.5 4.9 3.9 163.9 466 

6.0 38.0 0.3 53.6 2.0 16.0 8.0 0.5 43.2 262.9 43.5 4.9 3.9 220.8 628 

8.0 38.0 0.3 53.6 2.0 16.0 8.0 0.5 54.9 304.8 43.5 4.9 3.9 277.8 790 

10.0 38.0 0.3 53.6 2.0 16.0 8.0 0.5 66.7 346.7 43.5 4.9 3.9 334.7 952 

12.0 38.0 0.3 53.6 2.0 16.0 8.0 0.5 78.4 388.6 43.5 4.9 3.9 391.6 1114 

14.0 38.0 0.3 53.6 2.0 16.0 8.0 0.5 90.1 430.5 43.5 4.9 3.9 448.5 1276 

16.0 38.0 0.3 53.6 2.0 16.0 8.0 0.5 101.8 472.4 43.5 4.9 3.9 505.4 1438 

18.0 38.0 0.3 53.6 2.0 16.0 8.0 0.5 113.6 514.3 43.5 4.9 3.9 562.3 1600 

20.0 38.0 0.3 53.6 2.0 16.0 8.0 0.5 125.3 556.2 43.5 4.9 3.9 619.2 1762 

22.0 38.0 0.3 53.6 2.0 16.0 8.0 0.5 137.0 598.1 43.5 4.9 3.9 676.2 1923 

24.0 38.0 0.3 53.6 2.0 16.0 8.0 0.5 148.8 640.0 43.5 4.9 3.9 733.1 2085 

26.0 38.0 0.3 53.6 2.0 16.0 8.0 0.5 160.5 681.9 43.5 4.9 3.9 790.0 2247 

28.0 38.0 0.3 53.6 2.0 16.0 8.0 0.5 172.2 723.8 43.5 4.9 3.9 846.9 2409 

30.0 38.0 0.3 53.6 2.0 16.0 8.0 0.5 184.0 765.7 43.5 4.9 3.9 903.8 2571 

37.0 38.0 0.3 53.6 2.0 16.0 8.0 0.5 225.0 912.3 43.5 4.9 3.9 1103.0 3138 
 

Как следует из результатов расчета, предельная нагрузка в отличие от вышеприве-
дённых, помимо прочих, зависит как от угла наклона β, так и от величины коэффициента 
бокового давления. Для горизонтальной поверхности откоса β=380, qu=3138 кПа.  
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Для φ = 200 и ξ = 0.22 (остальные показатели остаются не измененными): для первой 
задачи соответственно:  qu = 132; 223 и 176 кПa. Для второго метода – qu = 143кПа. По 
третьему методу (6) qu = 52кПа и для предложенного авторами методу при β = 38o 

qu = 225кПа. На основании представленного примера можно сделать вывод о том, что с 
уменьшением крутизны откоса величина предельной нагрузки увеличивается. 

Расчёт устойчивости и предельной наклонной (горизонтальной) нагрузки  на 
основание. Условие несущей способности основания определяется по выражению 

,/ nuc FF                                       (17) 

где F – равнодействующая расчетной нагрузки на основание при действии Fv и Fh, накло-
ненная к вертикали под углом – δ; Fu – сила предельного сопротивления; γc и γn – коэффи-
циенты условия работы γc = (1-0.9) и  надежности ос-
нования γn = (1.2–1.1). Предельная наклонная нагрузка 

на основание определяется так: 

  .1 222 tgFFFF vhvu   

Как показали исследования, предельную величи-
ну угла отклонения можно принять равной δu = 0.65φ. 
Например, как показали лотковые штамповые 
(D=15см; А=180 см2) исследования на основании из 
крупнозернистых песков на вертикальные и горизон-
тальные нагрузки, полный срыв штампа (на дне штам-
па приклеены пески) произошёл при соотношении 
Fh / Fv = 0.46. Эксперименты со штампами, нагружен-
ными предельными вертикальными и горизонтальны-
ми нагрузками, показаны на рис. 2. Глубина заложения 
штампа d=0. При этом δ = 260. Предельный угол на-
клона результирующей силы получен на основании 
проведенных экспериментов и может определяться по 
выражению 

.65.0
1





tgtgxz                                (18) 

Графики зависимости напряжения σm, τm и перемещения um, sm штампа; и горизон-
тальными перемещениями  грунта (x = –r) по глубине z / d представлены на рис. 3, 4. Ус-
тановлено, что функция горизонтальных перемещений и напряжений хорошо согласуется 
с выражениями (19, 20) (рис.5). 

  
Рис.3. Зависимость между напряжениями и перемещения-

ми. 1–при нормальных и 2–при тангенциальных 
 напряжениях 

Рис.4. Зависимость изменения горизонтальных  
перемещений по глубине 

 

 
Рис.2. Общий вид установки для 
определения предельной нагрузки на 
грунтовое основание. Грунт -песок, 

предельная горизонтальная нагрузка – 
3.24 кН 
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В выражениях (19) и (20) координатные точки подчинены прямой наклонной линии 
с угловым коэффициентом tgα (в пределах фундамента) 

  tgxbz  2 .                                                                   (21) 

  
Рис.5. Зависимость между напряжениями и 

перемещениями: 1–экспериментальная; 2 –теоретическая 
Рис. 6. Расчетная схема линии сдвигов при предельном  

горизонтальном (наклонном) напряжении 
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За пределами фундамента эти поверхности имеют круглоцилиндрическую поверх-
ность с радиусом R = (2b)tgα . На рис. 6 представлены поверхности сдвигов при предель-

ном напряженном состоянии. При выполнении условия 



tgtgxz  65.0
1

 (при условии 

полного прилипания грунта к подошве угловой коэффициент равен tgφ в основании поя-
вятся сплошные поверхности сдвигов и выпор основания на поверхность τxz = τuxz. 

Пример. Требуется определить предельную несущую способность основания τu и 
поверхности сдвигов на наклонную нагрузку. Вертикальная составляющая среднего на-
пряжение σm=200 кПа. Исходные данные: 2b = 2м, угол внутреннего трения φ = 380. Оп-
ределим предельный угол отклонения φ*=(φ+atan(ξ))=38+15. c1=0. Глубина заложения 
фундамента d=0 м. Расчет по выражению (1) имеет следующий вид: 

.10165.0200 кПаtgtgmuxz    

Расчет величин предельных касательных напряжений, удовлетворяющих условие 
прочности Кулона определяется по выражению (3). Результаты приведены в табл. 3. 

Таблица 3  
Результаты расчетов предельных касательных напряжений 

σm 0 ≤ δ ≤ 0,5φ τm 2b X z 0 ≤ α ≤ φ τui 

200 26.794 101 2 0 0.00 0 101.00 
200 26.794 101 2 0 0.35 10 68.53 
200 26.794 101 2 0 0.73 20 45.35 
200 26.794 101 2 0 1.15 30 28.36 
200 26.794 101 2 0 1.68 40 15.94 
200 26.794 101 2 0 2.38 50 7.34 

 

Нижняя граница предельной поверхности сдвига, где тангенциальные пере-
мещения полностью отсутствуют, определяется по выражению (21) и соответству-
ет наклонной прямой с координатами: 

    65.2530221   tgtgxbz  м и     0532221   tgtgxbz  м. 
Итоговая наклонная сила на фундамент определяется по выражению 

    .2.165,011 2222

vvvhvu FFtgFFFF    
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Горизонтальная часть предельной силы должна удовлетворять условие 
,/  nhuch FF                                                   (22) 

где  huh FF
c
, – расчетные сдвиговые и силы сопротивления грунтов основания 

  ;pwvhu EActgUFF                                        (23) 
Uw–давление подземных вод, при отсутствии влияния грунтовых вод  принимаемое Uw=0; 
A, c – соответственно площадь фундамента и расчетная величина удельного сцепления; Ер 

– пассивное давление грунта. 
Выводы 
1. Авторами проанализированы существующие теории предельного состояния и на 

основе экспериментальных результатов предложена новая модель разрушения (сдвига) и 
устойчивость основания. 

2. В качестве элемента разрушения принята наклонная прямоугольная призма, на 
которую воздействуют главные напряжения σ1 со стороны фундамента и σ3 со стороны 
наклонного откоса. 

3. Авторами получена величина предельного состояния основания в зависимости от 
угла наклонного пригруза β; предельного угла огибающей поверхности сдвига φ* и коэф-
фициента бокового давления ξ. 

4. Произведены сопоставления результатов вычисления с различными теориями. 
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Аннотация. Мақолада ташқи кучлар таъсирида грунт массивида мустаҳкамлик ва турғунлик 
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уни бошқа усуллар билан солиштирганлар. 
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and ultimate load of the subgrade 
Annotation. The article deals with the problem of stability and stability in the soil mass under the influence 

of external forces. In this paper, the authors developed mathematical expressions for finding the strength, stability, 
and critical forces of a soil based on a new landslide surface scheme and compared it with other methods. 
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ОЦЕНКА ВЛИЯНИЯ СИЛЫ ИНЕРЦИИ В ЗАДАЧАХ СЕЙСМОДИНАМИКИ  
ПОДЗЕМНЫХ ТРУБОПРОВОДОВ 

Кышанов Р.У. 
Институт механики и сейсмостойкости сооружений им. М.Т.Уразбаева АН РУз, Ташкент, Узбекистан  

E-mail: ruslankishanov@mail.ru  
 

Аннотация. В статье проведена оценка степени воздействия сил инерции при решении задач сейс-
модинамики подземных трубопроводов. Исследовано напряженно-деформированное состояние подземного 
трубопровода с упругозакрепленными концами при различных законах сейсмического воздействия. Решение 
задачи получено в аналитическом виде и сопоставлено с численными результатами. Полученные результа-
ты представлены в виде графиков. С целью доказательства достоверности выбранного численного метода 
проведен анализ в сравнительном аспекте полученных результатов с аналитическими решениями. 

Ключевые слова: сейсмодинамика; подземные трубопроводы; сила инерция; взаимодействие в 
системе «трубопровод – грунт». 
 

При решении прикладных задач сейсмостойкости подземных конструкций сущест-
венное значение имеет вопрос о характере и величине усилий, возникающих на контакте 
поверхности конструкции с окружающей средой, при наличии относительных перемеще-
ний. Характер самого сейсмического движения грунта в окрестности сооружения предпо-
лагается заранее известным. Таким образом, под взаимодействием подразумеваются ха-
рактер и величина силы трения, действующей на контактирующей с грунтом поверхности 
сооружения при наличии относительных перемещений, вызванных при действии сейсми-
ческой нагрузки разницей в их физико-механических свойствах. В сейсмодинамической 
теории подземных сооружений исследования по проблеме взаимодействия «подземное 
сооружение–грунт» выходят на первый план. В связи с этим разрабатываются различные 
законы взаимодействия сооружения с грунтом, учитывающие параметры, характеризую-
щие процесс контактного взаимодействия твердых деформируемых тел с грунтом [1–3]. 

Повреждение и разрушение одного здания не оказывают влияния на соседние 
сооружения. Что касается подземных систем жизнеобеспечения (в первую очередь, тру-
бопроводов), то здесь сила инерции влияет незначительно по сравнению с силами взаимо-
действия в системе «труба–грунт», в отдельных случаях поддаются их пренебрежению, 
что существенно упрощает задачи. При этом разрушение одной части подземных соору-
жений (трубопроводных систем) является причиной выхода из строя всей системы [4]. 

В работах [5–6] уравнение продольного движения подземного трубопровода при уп-
ругом законе взаимодействия его с грунтом записывается в виде 
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Уравнение (1) решается при следующих начальных и граничных условиях: 

0)0,()0,(  xuxu  ,   (2);    
 








0),(

0,0

tlu

tu
,     (3) 

 

















0

0,0

lxx

u
EF

tu

,    (4);      























0

 
0

lx

N
x

x

u
EF

uk
x

u
EF

,        (5); 























uk
x

u
EF

uk
x

u
EF

N
lx

N
x

 

 
0       (6) 

Некоторые авторы [4, 6] решают динамическое уравнение (1), пренебрегая эффектом 
силы инерции, которое принимает вид 
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где р=
EF

kD xH
. 

Частное решение неоднородного уравнения (7) ищем в виде 
tau sin0

*  .      (8) 
Тогда общее решение неоднородного уравнения (7) будет иметь вид 

taeCeCu pxpx sin021   .    (9) 
1. Рассмотрим упругозакрепленные концы 
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В подземном трубопроводе с упругозакрепленными концами коэффициент жестко-
сти KN определяется по формуле 
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В этом случае неоднородное уравнение (7) при граничных условиях (10) имеет вид 
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где Λ=KN/EF. 
Напряжение в трубопроводе определяется по следующей формуле: 

 

 
.

)(2))((

)1()1(sin

)(2))((

)1()1(sin

22
0

22
0

px
plplplpl

plpl

px
plplplpl

plpl

pe
eepeep

epeta
E

pe
eepeep

eepta
E

x

u
E












































  (12) 

При законе движения грунта u0(x,t)=a0·sinω(t-x/Cp) и граничном условии (6) неодно-
родное уравнение (7) имеет общее решение в следующем виде: 
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где .,  pp  
Осевое напряжение трубопровода определяется по формуле 
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Задача 1. В качестве примера рассмотрим подземный трубопровод с обоими упруго 
закрепленными концами. Механические и геометрические параметры выбираем в 
следующем виде: E=2·105 МПа; ρ=7.8·103 кг/м3; l=120 м; DH=0.4 м; DB=0.392 м; T=0.3 с; 
u0(t)=a0·sinω(t-х/Ср); a0=0.003 м; ω=2π/T; Ср=1200 м/с; kx=1.2·104 кН/м3; KN=29·104 кН/м. 
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Результаты решения задачи представляются в виде графиков (рис.1–4). На рис. 1 
сравниваются значения продольных перемещений и нормальных напряжений, получен-
ных по формулам (13), (14) и методом конечных разностей. Из анализа кривых (рис.1, а) 
следует, что между продольными перемещениями, полученными по аналитической фор-
муле (кривая 1) и численным методом (кривая 2), на интервале от 0–60 м имеется незна-
чительная разница. На рис.1,б показано, что полученные результаты изменения нормаль-
ного напряжения вдоль оси трубопровода полностью совпадают. 
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Рис.1. Изменение продольного перемещения (а) и нормального напряжения (б) вдоль трубопровода при задан-

ном значении времени: 1–точное решение; 2–численное решение 
На рис.2 и 3 приведены результаты точного (а) и численного решения (б) уравнения 

(7) в виде графиков изменения продольного перемещения и нормального напряжения 
вдоль оси трубопровода в заданные моменты времени. 
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Рис.2. Изменение продольного перемещения вдоль трубопровода при заданном значении времени: 

 а–точное решение; б–численное решение 
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Рис. 3. Изменение нормального напряжения вдоль трубопровода при заданном значении времени: 

 а–точное решение; б–численное решение 
 

Графики напряжений подземного трубопровода около упругого конца по макси-
мальным значениям и формам совпадают (см.рис.2, рис.3,а и б). 

На рис.4 представлены трехмерные аналитические результаты изменения продоль-
ного перемещения (а) и нормального напряжения (б) по времени и координате. 

Рассматриваемые задачи решаются аналитическими методами при действии различ-
ных видов волн вдоль оси подземного трубопровода. Полученные результаты представле-
ны в виде рис. 1–4. С целью доказательства достоверности выбранного численного метода 
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проведен анализ в сравнительном аспекте полученных результатов с аналитическими ре-
шениями. 

Рис.4. Изменение продольного перемещения (а) и нормального напряжения (б) 
подземного трубопровода 

 

Динамическая теория сейсмостойкости позволила в полной мере исследовать взаи-
модействие и взаимозависимость инерционных параметров подземного сооружения и ок-
ружающего его грунта. В частности, это касается влияния инерционных параметров со-
оружения. Проведенные вычислительно-экспериментальные исследования решают про-
блемы оценки напряженно-деформируемого состояния трубопроводов при сейсмических 
нагружениях, что важно для практических расчетов. 
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Кишанов Р.У. Ер ости қувурларининг сейсмик динамикаси масалаларида инерция кучи 
таъсирини баҳолаш 

Аннотация. Мақолада ер ости қувурлари сейсмодинамикасининг масалаларини ҳал қилишда инерция 
кучи таъсирини баҳолаш бўйича тадқиқотлар келтирилган. Сейсмик кучлар таъсирининг турли 
қонуниятларида четлари эластик қотириб маҳкамланган ер ости қувурининг кучланганлик-
деформацияланганлик ҳолати тадқиқ этилган. Масаланинг ечими аналитик усулда олинган ва сонли 
натижалар билан солиштирилган. Олинган натижалар графиклар кўринишида келтирилган. Танланган 
сонли усулни ишончлилигини исботлаш мақсадида олинган натижалар аналитик ечим натижалари билан 
солиштириш нуқтаи назаридан таҳлил қилинган. 

Калит сўзлар: сейсмодинамика; ер ости қувурлари; инерция кучи; қувур-грунт ўзаро таъсири. 
 

Kishanov R.U. Estimation of the influence of the inertia force in problems of seismodynamics under-
ground pipelines 

Abstract. The article assesses the degree of influence of inertial forces when solving problems of 
seismodynamics of underground pipelines. The stress-strain state of an underground pipeline with elastically fixed 
ends was investigated under various laws of seismic action. The solution to the problem is obtained in an analytical 
form and compared with numerical results. The results obtained are presented in the form of graphs. In order to 
prove the reliability of the chosen numerical method, an analysis was carried out in a comparative aspect of the 
results obtained with analytical solutions. 

Keywords: seismic dynamics; underground pipelines; inertia force; interaction in the pipeline-ground sys-
tem. 
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вызывать у читателя ложных допущений о содержании статьи. Название статьи должно содержать не более 
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авторами зависимости (связи) между параметрами объекта исследования. Выводы должны логически соот-
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ключевые слова на английском, русском и узбекском языках (требования к ключевым словам) 
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В верхнем левом углу указывается код УДК (универсальная десятичная классификация) статьи. 
При подготовке рукописи следует соблюдать единообразие терминов. Не стоит называть одно и то же 
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латуре. Предпочтительно использовать систему СИ. Сокращения должны быть расшифрованы в тексте при 
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их первом упоминании. Следует придерживаться безличной формы изложения, избегать эмоциональных 
оценок и комментариев, воздерживаться от хвалебных и критических замечаний в адрес тех или иных работ 
и авторов. 
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Номер и заголовок раздела набираются полужирным и идут с красной строки (отступ приведен в 
шаблоне). Далее, на следующей строке идет текст раздела, набранный обычным шрифтом (не полужирным). 
Подзаголовок набирается курсивом, имеет двойную нумерацию и набирается с красной строки. Текст под-
пункта набирается в одной строке с его заголовком. 

При ссылках на пункты статьи следует пользоваться сокращениями п. 1, пп. 2-4 и т.п. 
Подзаголовки набираются курсивом и идут с красной строки. 

Рекомендации по набору текста 
Не используйте более одного пробела – используйте абзацные отступы и табуляцию. 
Десятичные цифры в тексте и на рисунках набираются только через точку, а не через запятую (0.25 

вместо 0,25). Индексы подлежат расшифровке в тексте. Для обозначения индексов используются латинские 
или греческие буквы. Даты вида «число. месяц. год» оформляются следующим образом: 02.05.1991. 

Правила оформления формул 
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дексов. Размеры формул одинаковы по всему тексту. Готические и кириллические буквы в формулах и ин-
дексах не используются. 

Нумерация формул производится сквозная: (1), (2), (3), (4), или по пунктам: (1.1), (1.2), (2.1), (2.2) и 
т.д., где первое число обозначает номер пункта, а второе – порядковый номер в этом пункте. Следует нуме-
ровать только те формулы, на которые имеются ссылки в тексте. 

Если статья не разбивается на пункты, то применяется исключительно сквозная нумерация формул: 
(1), (2) и т.д. 

В двухэтажных формулах дробь в числителе и знаменателе указывается горизонтальной чертой. В 
текстовых формулах дробь всегда указывать косой чертой. 

Векторы и матрицы набираются полужирным прямым шрифтом (стрелка над вектором не использу-
ется). 

Прямым шрифтом набираются цифры и функции, например, sin2x, cosωt и т.д., а также любые сокра-
щения и термины, не являющиеся переменными. 

Греческие буквы всегда прямые. 
В индексах используются только латинские буквы (кириллица в индексах не допускается), перемен-

ные в индексах набираются курсивом, сокращения слов (min, max, eff, pl, elastic и цифры набираются пря-
мым шрифтом). 

Правила оформления рисунков 
Рисунки (графики и фотографии) должны быть созданы в цифровом формате, допускаются вставки 

чётких фотографий. Каждый рисунок обозначается снизу Рис.1, Рис.2 и т.д. Каждый рисунок должен содер-
жать подрисуночную подпись. Если рисунок состоит из нескольких подрисунков, то их обозначают латин-
скими буквами в круглых скобках, например, (a), (b) и т.д., которые размещают на удобном месте в подри-
сунке. 

На рисунках должны использоваться латинский шрифт и математические термины греческими бук-
вами, кириллический текст не должен использоваться на рисунках. Надписи, формулы, загромождающие 
рисунок, должны быть заменены цифровыми или буквенными обозначениями и вынесены в подрисуночную 
подпись или в текст статьи, на рисунках должна быть отмечена размерность (в системе СИ). Обозначения 
осей на графиках задаются буквами или формулой без поясняющих слов и помещаются, как правило, слева 
вверху для оси ординат, а для оси абсцисс – справа внизу от оси. Расположение обозначений осей всегда 
вертикальное. Необходимо тщательно следить за точным соответствием обозначений в тексте и на рисун-
ках. 

При необходимости возможно выполнять графики с нанесением сетки (желательно квадратной) и 
указывать числовые значения делений. В случае, если сетка необходима, она не должна быть частой, в 
большинстве случаев достаточно трех числовых значений на каждой оси без указания размерности. 

Ссылки в тексте на рисунки следует выполнять так: рис.1, рис.2 или рис.3,a, рис.3,b и т.д. Если рису-
нок один, то на него ссылаются словом «рисунок». 

Правила оформления таблиц 
В таблицах следует пользоваться краткими обозначениями, избегать текстового пояснения. Таблица 

должна быть размещена по возможности на одной странице без перехода ее на другую страницу. Необходи-
мые разъяснения обозначений следует давать непосредственно в тексте статьи. 

Ссылки на таблицы набираются табл.1, табл.2 и т.д. Если таблица одна, то на неё ссылаются словом 
«таблица». 
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Оформление списка литературы 
Список литературы должен отражать современное состояние дел в исследуемой области, включать в 

том числе ссылки на публикации за последние 5–10 лет и не быть избыточным и искусственным. 
В тексте статьи ссылки на литературные источники указываются строго в порядке цитирования в 

квадратных скобках: [1], [2, 3], [4–6]. 
Список литературы приводится в конце статьи в соответствии с ГОСТом 7.05-2008 "Система стан-

дартов по информации, библиотечному и издательскому делу. Библиографическая ссылка. Общие требова-
ния и правила составления". Ниже приведены примеры оформления списка литературы. 

Размер шрифта 10pt 
Монографии и учебные пособия. 

1. Колмогоров А.Н., Фомин С.В Элементы теории функций и функционального анализа. Москва. Наука, 
1976, –544 с. 
2. Справочник по специальным функциям с формулами, графиками и математическими таблицами / Под 
ред. М.Абрамовица, И.Стиган. Москва. Наука, 1979, 830 с. 

Статьи в журналах. 
3. Zubchaninov V.G. Problems of the mathematical theory of plasticity // Strength of Materials. 2000, Vol. 32, No. 
1, P.13-26; 
4. Кадашевич Ю.И., Помыткин С.П. Статистическая теория пластичности учитывающая влияние параметра 
Лоде // МТТ. 1990. №3. С. 91–95. 

Статьи в сборниках и периодических изданиях. 
5. Келлер И.Э., Кузнецова В.Г., Новокшанов Р.С. Сравнение двух моделей упругопластичности, обобщаю-
щих модель Мазинга на случай сложного нагружения / Сб. научн. трудов «Математическое моделирование 
систем и процессов». Пермь, 1996. №4. С. 29–39. 
6. Мясников В.П., Гузев М.А. Аффинно–метрическая структура упругопластической модели сплошной среды 
// Современные методы механики сплошных сред: Сборник статей к 90–летию со дня рождения академика 
Л.И.Седова. Москва. Наука, 1998. С.30–37. 
7. Trusov P.V., Keller I.E., Kluev A.V. Two plasticity models considering micromechanisms of observed phenomena 
/ PROBAMAT–21st: Proceedings of the NATO Advanced Research Workshop. Dordrecht, 1998. P. 531–538. 

Тезисы докладов. 
8. Абдусаттаров А., Москвитин В.В., Буриев Т. Исследование напряженно-деформированного упруго–
пластических конструкций при переменных нагружениях с учетом обобщенного принципа Мазинга и по-
вреждаемости // Тезисы докладов V конференция “ДОФПС”: Ташкент, 1981. С.167-168. 

Электронные ресурсы. 
9. Шокин Ю.И., Федотов А.М. Информационные технологии Internet // Вычислительные технологии. 1997. 
Т. 2. №3. URL: http://www-sbras.nsc.ru/win/mathpub/comp-tech/t2n3/intranet.htm. 

Ссылки на диссертации и авторефераты. 
10. Васин Р.А. Экспериментально–теоретическое исследование определяющих соотношений теории упруго-
пластических процессов: Дис….докт. физ.–мат.наук. Москва. 1987. –386 с. 
11. Степанов Л.П. Временные эффекты при пластическом деформировании металлов: Дис….канд. физ.–
мат.наук.  Москва. 1985. –170 с. 
12. Субботин С.Л. Устойчивость сжатых пластин за пределом упругости при сложном нагружении в усло-
виях ползучести: Дис….докт. техн. наук. Тверь. 2003. –219 с. 
13. Окулова Н.Н. Численное решение задач нестационарного течения вязкопластического материала. Авто-
реф. дис….докт. физ.–мат.наук. Москва. 2008. –16 с. 

 
Статьи принимаются по следующим и смежным к ним тематикам: 

 
 Механика деформируемого твёрдого тела 
 Механика жидкости и газа 
 Общая механика  
 Основания, фундаменты и механика грунтов 
 Строительная механика  
 Экспериментальная механика 
 Теория механизмов и машин 
 Прикладная механика  
 Инженерия и технологические процессы 
 Сейсмостойкость зданий и гидротехнических сооружений 
 Метрополитены, мосты и транспортные коммуникации 
 Сельскохозяйственные машины и оборудования 
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 ЖУРНАЛ «Проблемы механики» 
 

Редакционная политика журнала «Проблемы механики» позиционируется как издание научно-
теоретической и практической ориентации, направленное на публикацию результатов фундаментальных, 
прикладных и инновационных научных исследований по актуальным проблемам механики и сейсмостойко-
сти сооружений, обзоров, сообщений и отчетов о конференциях, рецензий научных трудов, критики науч-
ных статей и отдельных научных направлений. 

Важной составляющей редакционной политики журнала является публикация работ по проблемам 
механики деформируемого твердого тела, механики жидкости и газа, теоретической механики, динамики и 
прочности конструкций, строительной механики, теории механизмов и машин и смежных дисциплин. 

Основная цель журнала: интеграция новых теоретических и практических разработок, а также пере-
дового опыта в широких областях механики, методов решения задач математической физики, пропаганда 
идей и методологии научных исследований. 

Цели издания: распространение новых научных идей, результатов научных исследований и передово-
го опыта по актуальным проблемам механики, методам экспериментальных исследований в области сейсмо-
стойкого строительства, теории механизмов и машин, динамики и прочности материалов и конструкций, а 
также смежных дисциплин. 

Цели реализуются через обсуждение и публикацию актуальных материалов соответствующей на-
правленности; создание возможности для апробации новых идей молодых ученых; формирование дискусси-
онной площадки по основным научным направлениям механики  

Целевая аудитория: журнал рассчитан на исследователей, практиков, специалистов в области механи-
ки, прикладной и вычислительной математики, аспирантов и студентов, а также всех, кто интересуется про-
блемами механики. 

Предпочтения издания отдаются научным публикациям по направленности журнала: 
Механика, сейсмостойкое строительство, экспериментальные исследования, теория механизмом и 

машин. 
Журнал берет на себя обязательства по строгому надзору за публикуемыми научными материалами. 

Редакционная коллегия осознает ответственность за должное представление результатов научных исследо-
ваний, в том числе с точки зрения правовых и этических аспектов публикации, изложенных ниже. 

Редакция журнала (редакционная коллегия) несёт ответственность за принятие решения о публика-
ции, обеспечивая обоснованность своего решения привлечением к обсуждению поступивших в редакцию 
статей ведущих учёных Института и сторонних специалистов в качестве рецензентов, сотрудничеством с 
соответствующими научными обществами в качестве коллективных экспертов. 

В основе решения о публикации лежат достоверность, научная значимость и актуальность рассматри-
ваемой работы. 

Политика редакционной коллегии Журнала базируется на современных юридических требованиях в 
отношении авторского права, законности, плагиата и клеветы, изложенных в законодательстве, и этических 
принципах, поддерживаемых сообществом ведущих издателей научной периодики в мире. 

Редакция в своей деятельности руководствуется рекомендациями и стандартами Комитета по этике 
научных публикаций (Committee on Publication Ethics – COPE http://publicationethics.org/ ), учитывает нара-
ботанный опыт авторитетных отечественных и международных журналов и издательств. 

Авторство и авторские права. Авторские права на публикации сохраняются за авторами на неогра-
ниченный срок. Это означает, что только автор обладает исключительными правами на материалы, опубли-
кованные в журнале. 

Издатель может публиковать все статьи на сайте в открытом доступе. 
Под Автором понимаются все лица (соавторы), принявшие участие в исследовании и создании руко-

писи и несущие ответственность за ее содержание.  
Ответственность за полноту представления состава авторского коллектива и согласование с ними 

всех изменений, вносимых в текст рукописи по результатам ее рецензирования и редактирования, лежит на 
лице (авторе), представившем рукопись в редакцию. 

Авторская этика. От авторов, предлагающих свои материалы к публикации в журнале, редакция 
ожидает соблюдения следующих принципов: 

оригинальности исследования; 
предоставления достоверных результатов проделанной работы, отсутствия ложных утверждений, 

безошибочности представления данных; 
объективного обсуждения значимости исследования; 
недопустимости личных, критических или пренебрежительных замечаний и обвинений в адрес дру-

гих исследователей; 
полного исключения плагиата;  
признания вклада других лиц, обязательного наличия библиографических ссылок на все внешние ис-

точники информации, все публикации, существенные для данной статьи (включая его собственные ранее 
опубликованные статьи и научные материалы), избегая при этом самоплагиата (повторной, дублирующей 
публикации); 
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автор должен сообщить редколлегии журнала обо всех своих работах и работах своих соавторов, пе-
ресекающихся по тематике с представленной в редакцию статьёй и находящихся на рассмотрении в других 
изданиях; 

получения разрешения на использование (воспроизведение) чужих материалов, таблиц, изображений 
и обязательного указания автора этих материалов и/или владельца авторских прав на эти материалы. 

представления информации из конфиденциальных источников только с их разрешения; 
представления в качестве соавторов всех участников, внесших существенный вклад в исследование и 

написание статьи; одобрения окончательной версии работы всеми соавторами и их полного согласия с пред-
ставлением её к публикации; 

выражения благодарности другим коллегам, не являющимся авторами данной статьи, но повлиявшим 
на её создание; 

раскрытия потенциальных конфликтов интересов (предоставлении информации о работе по найму, 
консультировании, наличии акционерной собственности, предоставлении экспертных заключений, патент-
ной заявки или регистрации патента, получении гонораров); 

чёткого указания в тексте рукописи сведений о полученных грантах, других источниках финансиро-
вания исследования, обо всех других формах поддержки, т.е. фактах, которые могут быть восприняты как 
оказавшие влияние на результаты или выводы, представленные в работе; 

незамедлительного сообщения об обнаружении существенных ошибок или неточностей в публикации 
и взаимодействия с редактором с целью скорейшего исправления ошибок или изъятия публикации, свое-
временного исправления ошибок и неточностей, выявленных рецензентом или редактором. 

Этика рецензирования. 
Рассматривая рецензирование как важнейшее звено в обеспечении обмена научной информацией, ре-

дакция выдвигает к рецензентам требования по соблюдению: 
конфиденциальности — не раскрывать информацию о представленной рукописи никому, кроме ре-

дактора; 
объективности – всесторонне оценивать рукопись, не допуская личной критики автора; незамедли-

тельно заявить о возможном конфликте интересов между рецензентом и рецензируемой работой, её автора-
ми или финансирующей данное исследование организацией; 

беспристрастности – оценивать интеллектуальное содержание рукописи независимо от расы, пола, 
сексуальной ориентации, религиозных убеждений, этнического происхождения, гражданства или политиче-
ских взглядов её автора; 

ясности и аргументированности выражения своего мнения; соблюдения принципа признания перво-
источников – указать на публикации по теме представленной рукописи, на которые отсутствуют ссылки в 
рецензируемой статье; обратить внимание редактора на любое существенное сходство или совпадение рас-
сматриваемой рукописи и любой другой известной ему публикации. 

Этические принципы редакторов Журнала. 
Редактор обладает исключительным правом принять рукопись к публикации или отклонить её. Руко-

пись может быть отклонена редактором на этапе, предшествующем рецензированию, если для этого имеется 
веская причина (тематика статьи не соответствует тематике журнала; статья очевидно низкого научного ка-
чества; статья ранее была опубликована в другом издании; в представленных материалах выявлено принци-
пиальное противоречие этическим принципам, которых придерживается Журнал). Редактор принимает ста-
тью к публикации в соответствии со своей убеждённостью в её соответствии требованиям журнала. Редак-
торы должны гарантировать, что публикуемые ими материалы соответствуют международным стандартам 
научной и публикационной этики. 

При наличии конфликта интересов редактора с автором статьи, статья должна быть передана другому 
редактору. 

Все поступающие рукописи, не отклонённые по вышеизложенным причинам на первом этапе рас-
смотрения, редактор передаёт на рецензирование, подбирая рецензентов из числа наиболее компетентных 
специалистов по тематике статьи. 

Редакторы должны сохранять в тайне имена рецензентов и не сообщать рецензентам имена авторов. 
Редакторы должны гарантировать высокое качество публикуемых в журнале материалов и их содер-

жательную целостность, а также публиковать исправления, пояснения, извинения в тех случаях, когда воз-
никает такая необходимость. 

 
Политика в отношении конфликта интересов. 
Потенциальный конфликт интересов имеет место тогда, когда имеются финансовые, личные или 

профессиональные условия, могущие повлиять на научное суждение рецензента или редактора и, как след-
ствие, на решение редколлегии относительно публикации статьи. 

Журнал исходит из того, что самим фактом представления статьи на рассмотрение редколлегии автор 
заявляет о том, что: 

в тексте статьи указаны все источники финансирования исследования; 
отсутствуют коммерческие, финансовые, личные или профессиональные факторы, которые могли бы 

создать конфликт интересов в отношении поданной на рассмотрение статьи. 
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Или автор должен сделать эксплицитное заявление о возможном конфликте интересов в тексте со-
проводительного письма при подаче статьи на рассмотрение редколлегии. 

При наличии конфликта интересов автор может попросить исключить из рассмотрения присланной 
им статьи какого-либо конкретного редактора и/или рецензента. 

Редакторы и рецензенты должны заявить о потенциальном конфликте интересов, который может по-
влиять на решение редколлегии. 

При наличии конфликта интересов редактора или рецензента с автором статьи, статья должна быть 
передана другому редактору или рецензенту соответственно. 

Оценка статьи не должна носить предвзятый характер. Наличие конфликта интересов, о котором за-
являет кто-либо из участников процесса рассмотрения и рецензирования, само по себе не должно приводить 
к отказу в публикации, поскольку важнейшим критерием оценки рукописи является её научное качество. 

Личная информация, предоставляемая авторами журналу, включая дополнительные адреса электрон-
ной почты и номера телефонов, будет использоваться исключительно для контактов с авторами в процессе 
подготовки статьи к публикации. Редколлегия обязуется не передавать данную личную информацию треть-
им лицам, которые могут использовать её в иных целях. 

 
Политика снятия статей с публикации. 
В ряде случаев редколлегия Журнала может принять решение об отзыве статьи (ретракции). 
Причины ретракции статьи: 
обнаружение плагиата в статье, в т.ч. обнаружение заимствований рисунков, графиков, таблиц и т. п., 

если факт плагиата стал очевидным уже после публикации статьи; 
возникновение претензий в части авторских прав на статью или отдельные её части со стороны 

третьих лиц; 
обнаружение факта публикации статьи в другом издании до даты её публикации в журнале; 
наличие в опубликованной статье серьёзных ошибок, ставящих под сомнение её научную ценность. 
В подобных обстоятельствах редколлегия журнала инициирует проверку, по результатам которой ста-

тья может быть отозвана с публикации. Составляется акт об отзыве статьи с публикации, который подписы-
вается главным редактором. Копия акта направляется автору статьи. 

При этом статья физически не изымается из опубликованного тиража и файла выпуска на сайте. Ре-
дакция публикует заявление об отзыве статьи с размещением его на соответствующей странице содержания 
выпуска и на официальном сайте Журнала. 

Редакция Журнала внимательно и ответственно рассмотрит все обоснованные обращения по поводу 
обнаруженных нарушений в опубликованных материалах. 

Редакция считает обязанностью автора и рецензента как можно более оперативно сообщить редакции 
о пропущенных ошибках и нарушениях, выявленных ими уже после публикации статьи. 

 
Политика в отношении плагиата.  
Все поступившие в редакцию статьи в обязательном порядке на начальной стадии приёма проверяют-

ся на корректность заимствований. 
В случае обоснованных подозрений на плагиат или обнаружения технических приёмов, позволяющих 

скрыть его наличие, статьи не принимаются к дальнейшему рассмотрению. Авторам направляется сообще-
ние об отказе в рассмотрении в связи с наличием подозрения в плагиате. Если плагиат обнаружен в уже 
опубликованной статье, такая статья снимается с публикации без возможности восстановления (без физиче-
ского изъятия статьи путём публикации заявления о наличии плагиата на соответствующих страницах вы-
пуска и сайта Журнала. 

При наличии в поступившей статье некорректного заимствования все случаи такого заимствования 
рассматриваются индивидуально. 

К формам плагиата редакция относит: 
использование (дословное цитирование) любых материалов в любом объёме без указания источника; 
использование изображений, рисунков, фотографий, таблиц, графиков, схем и любых других форм 

графического представления информации без указания источника; 
использование изображений, рисунков, фотографий, таблиц, графиков, схем и любых других форм 

графического представления информации, опубликованных в научных и популярных изданиях без согласо-
вания с правообладателем; 

использование без письменного разрешения материалов, авторы или правообладатели которых за-
прещают использование своих материалов без специального согласования. 

К формам некорректного заимствования редакция относит: 
отсутствие графического выделения дословно цитируемого текста при наличии ссылок на источник; 

некорректные ссылки (неполный состав библиографического описания источников, препятствующий их 
идентификации); 

ссылка не на первый источник заимствованного текста без явного указания на этот факт (ошибка в 
определении первоисточника); 

отсутствие ссылок из текста на источники, приведённые в пристатейном списке; 
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избыточное цитирование (при наличии ссылок на источники и графического выделения цитируемого 
текста), объем которого не обоснован жанром и целями статьи. 

Допустимый объем цитирований (корректного заимствования) — не более 30 % от общего объёма 
статьи. Обзоры и другие статьи, по объективным причинам требующие наличия большего количества цити-
рований, рассматриваются редакцией в индивидуальном порядке. 

Статьи, содержание которых более чем на 30 % соответствует другим научным материалам автора 
(диссертация, автореферат, монография, предыдущие публикации в журналах и сборниках) к публикации не 
принимаются. 

Проверка материалов на наличие заимствований. Поступившие статьи проходят проверку в системе 
«Антиплагиат», а также через другие, сетевые доступные поисковые системы в Интернет). При наличии у 
редакции оснований для более детальной проверки могут быть привлечены дополнительные инструменты 
для поиска заимствований. 

Статьи, в которых обнаружены признаки технических модификаций с целью искусственного повы-
шения уникальности текста, не будут опубликованы в журнале даже в случае доработки. Обо всех подобных 
фактах редакция сообщает рецензенту и, в том случае, если автор работает в образовательном учреждении, 
его руководству. 

 
Механизм рецензирования. 
Статьи, поступившие в редакцию журнала, рассматриваются соответствующим членом редколлегии, 

при необходимом случае рецензент привлекается со стороны. В случае возврата авторам рукописи на дора-
ботку к новому варианту текста прилагается письмо авторов, в котором даются подробные ответы на заме-
чания и вопросы, поставленные в отзыве рецензента, и комментируются все исправления, внесённые в текст 
рукописи в процессе переработки. Просьба редакции о переработке статьи в соответствии с замечаниями 
рецензента не означает, что статья принята к печати. После переработки статья вновь рассматривается Ред-
коллегией. В принятой к публикации статье указывается дата поступления ее первоначального варианта. 
После принятия к публикации статья редактируется научным редактором. 

 
За публикацию статей с авторов плата не взымается.  
Рецензирование не оплачивается. 
Полнотекстовые файлы всех архивных и текущих выпусков журнала находятся в открытом доступе 

на сайте. 
Электронная версия журнала является изданием открытого доступа для читателей. При использова-

нии материалов необходимо обязательно ссылаться на журнал и авторов статей (на публикации в журнале). 
На платной основе в журнале и на сайте могут быть опубликованы материалы только рекламного ха-

рактера. 
 

Регламент  
рецензирования статей, поступивших в редакционную коллегию журнала «Проблемы механики» 

 
1. Все поступившие материалы проходят процесс технической экспертизы. Срок технической экспер-

тизы 5 рабочих дней. Техническая экспертиза определяет соответствие представленных материалов темати-
кам научных направлений журнала. Далее определяется соответствие статьи по объёму и формату, предъяв-
ляемым журналом требованиям. Особенно следует обратить внимание на качество рисунков. В случае несо-
ответствия указанным требованиям, автор (уполномоченный вести переписку с редакционной коллегией) об 
этом извещается с указанием причин отказа в рассмотрении данной работы. Рукописный вариант статьи не 
возвращается адресату. 

2. Материалы, прошедшие техническую экспертизу, направляются члену редколлегии, ответственно-
му за данное направление научных исследований. Он направляет её рецензенту, который рассматривает и 
рецензирует поступившую статью. При необходимости редакционная коллегия рекомендует специалистов 
для дополнительной полной и объективной рецензии поступивших материалов. 

3. Срок научной рецензии – 10 рабочих дней. В исключительных случаях срок может быть увеличен. 
4. Рецензент должен заполнить анкету, в которой кратко указать возможность публикации данных 

материалов или мотивированный отказ в публикации (анкета прилагается). 
5. На заседании редакционной коллегии представляются полученные рецензии на поступившие мате-

риалы.  
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